Matematyka ubezpieczen majatkowych 30.09.2013 .

Zadanie 1.
Niech faczna warto$¢ szkod:

e W=Y,+Y,+-+VYy
Ma ztozony rozktad Poissona. Momenty rozktadu wartosci pojedynczej szkody
Wynosza:

e E(Y) =1/3,

o E[(r)?]=1/3.
Wiemy takze, ze momenty nadwyzki wartosci pojedynczej szkody ponad udziat
wlasny w wysokosci 1 wynosza:

e E[(,—1),]=1/24,

o E{[(r, - D,?}=1/12.
Niech teraz Wy oznacza tgczna warto$¢ szkod ucietych do wysokos$ci udziatu
wlasnego wynoszacego dla kazdej szkody 1, a wiec:

e Wy =min{Y;,1} + min{Y,, 1} + ...+ min{ Yy, 1} ;
Wobec tego kwadrat wspotczynnika zmiennos$ci zmiennej Wy, a wigc:

var (Wy)
[E(Wy)]?
Wynosi:
12
A Ew
96
(B) 49E(N)
120
(C) 49E(N)
144
(D) 49E(N)
24
B ZEm
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Zadanie 2.
Niech faczna warto$¢ szkod:
e W=V +Y, 4+ +Yy
Ma ztozony rozktad dwumianowy. Liczba szkéd N ma rozktad dwumianowy z
parametrami (n, 1/3) o wartosci oczekiwanej n/3. O rozktadzie wartosci pojedynczej
szkody wiemy, ze:
e E(Y;) =15,
e E(min{Y;,10}) =6,
e Oraz iz jego drugi moment jest skonczony.
Oznaczmy przez Wy, oraz Wy czesSci tacznej warto$ci szkod W pokrywane przez
ubezpieczyciela i reasekuratora, odpowiednio. Zgodnie z warunkami kontraktu mamy:
e Wy, =min{Y;, 10} + min{Y,, 10} + ... + min{ Yy, 10} ;
o Wr={;—-10),+ Y, —10), + -+ (Yy —10), .
Kowariancja tych dwoch czesci cov(Wy, Wy) wynosi:

(A)  24n
B) 27n
(C) 30n
D) 33n
E) 36n
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Zadanie 3.
Niech T;, oznacza moment zaj$cia n-tej szkody, w procesie pojawiania si¢ szkod,
ktory startuje w momencie T, = 0. Poniewaz szkody numerujemy wedtug kolejnosci
zajscia, wobec tego zachodzi 0< 7, <7, <... .
Likwidacja n-tej szkody nastgpuje w momencie 7, + D, .
Zalozmy, ze zmienne losowe Ty, Dy, (T, — T;),D,, (T35 — T,), D3, ... :

e sagniezalezne,

e maja taki sam rozktad wyktadniczy o warto$ci oczekiwanej %%.
Niech N(t) oznacza liczbg szkod zlikwidowanych do momentu t. Wobec tego
oczekiwana liczba szkod zlikwidowanych na odcinku czasu 3/2 < t < 5/2, a wigc

E[N(2.5) — N(1.5)]

Wynosi:

(A) 1975
(B) 1.957
(C) 1.935
(D) 1.910
(E) 1.883
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Zadanie 4.
Niech:

e N oznacza liczbe roszczen z jednego wypadku ubezpieczeniowego, zas:

e T,T,,.,T, 0znacza czas, jaki uptywa od momentu zajscia wypadku do
zgloszenia roszczenia odpowiednio 1-go, 2-go,..., N-tego, przy czym
numeracja roszczen od 1-go do N-tego jest catkowicie przypadkowa (porzadek
liczb T,,T,,..., T, jest losowy)

Zatozmy, ze:

e zmienne losowe N,T,,T,,T,,...sa niezalezne,

e zmienne losowe T,,T,, T;,... maja identyczny rozktad wyktadniczy o gestosci
danej dla dodatnich t wzorem: f(t) =1n(2) 27¢, przy czym jednostka
pomiaru czasu jest miesiac

e zmienna losowa N ma rozktad logarytmiczny okreslony dla k = 1,2,3, ...
funkcja prawdopodobienstwa:

1 (1/3)k

—In(2/3) k

Niech A oznacza zdarzenie, iz w ciggu pierwszego miesigca od zajscia wypadku
zgloszono doktadnie jedno roszczenie, a wigc iz doktadnie jedna liczba ze zbioru liczb
{Tl,T2 N I }, jest mniejsza lub rowna 1.

Pr(N =k) =

Prawdopodobienstwo, ze z tego wypadku wigcej roszczen juz nie bedzie:
Pr(N =1|A)
Z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A)  0.667
(B) 0.750
(C) 0833
(D)  0.869
(E) 0914



Matematyka ubezpieczen majatkowych 30.09.2013 .

Zadanie 5.

Laczna wartos$¢ szkod:

o X =Y +Y,+...+Y,

ma przy danej warto§ci A parametru ryzyka A warunkowy rozktad ztozony Poissona
o oczekiwanej liczbie szkod réwnej A oraz rozkladzie wartosci pojedynczej szkody
danymdla y >0 gestoscia:

a+ba a+ba
Parametr ryzyka A ma w populacji ubezpieczonych rozktad dany dla X >0 gestoscia:

f,(x) = F’E; x“exp(~ /).

. fYA_l(y)zLexp[— 4 y}, gdzie a>0, oraz b>0.

Przyjmijmy warto$ci parametréw zadania rowne:
e a=1,b=10

o a=4, =40

Wobec tego rdznica:

e E(N)-E(Y,)-E(X)

wynosi:
A 1
B) 23
© 13
D) 112
(E) 14
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Zadanie 6.
Rozwazamy proces dyskretny nadwyzki ubezpieczyciela postaci:

U,=u+(C—-du)n->W,, n=0123.., gdzie:
k=1

e u=U, - tonadwyzka poczatkowa

e C - to kwota rocznej sktadki
e d—to stopa dywidendy wyptacanej corocznie akcjonariuszom od kapitatu u
o W, W, W,,... - to niezalezne zmienne o takim samym rozkladzie normalnym z

parametrami u, i o, , wyrazajace taczne warto$ci szkod w kolejnych latach

Wyznaczamy rownoczes$nie sktadke ¢ oraz kapitat poczatkowy U w taki sposéb, aby
sktadka byta jak najnizsza, przy warunku, iz prawdopodobienstwo ruiny, a wiec
zdarzenia, iz:

o dla pewnego ne{0,1,2,3,...} zajdzie U, <0

réwne jest z gory zadanej liczbie y .

W obliczeniach postugujemy si¢ wzorem przyblizonym na prawdopodobienstwo
ruiny opartym na aproksymacji procesu U ciagltym procesem Wienera o warto$ciach

oczekiwanych i1 wariancjach rocznych przyrostéw takich jak w procesie U .
Przy zatozeniach liczbowych:

w =1/100, 4, =1000, o7 =10000, d =5%,

najnizsza warto$¢ sktadki ¢ spetniajagca ww. warunki znajduje si¢ w przedziale:
(A) (1030, 1040)

(B) (1040, 1050)

©) (1050, 1060)

(D) (1060, 1070)

(E)  (1070,1080)
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Zadanie 7.

Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela:

Ult)=u+c-t—S)

gdzie:

e U-to nadwyzka poczatkowa,

e S(t) - to skumulowana warto$¢ szkod tworzaca ztozony proces Poissona z
intensywnoscia A, z wyktadniczymi szkodami o warto$ci oczekiwanej 1/

: : . : 4
e Parametr intensywnosci sktadki wynosi € = 3—/1

Wiemy, ze przy aktualnej wysokosci kapitatu poczatkowego U prawdopodobienstwo
ruiny P(u) spetnia warunek:

e Y(u)=1/8.

Niech zdarzenie A oznacza, iz do ruiny doszto, a wigc dla pewnego t >0 zaszedt
warunek U (t) <O0.

Niech zdarzenie B oznacza, iz do ruiny doszlo w tym momencie, w ktérym po raz
pierwszy nadwyzka U (t) spadta ponizej wartosci kapitatu poczatkowego u.

Prawdopodobienstwo warunkowe Pr(B|A) miesci si¢ w przedziale:

(A)  (0.00, 0.01)
(B)  (0.01, 0.02)
(C)  (0.02, 0.03)
(D)  (0.03, 0.04)

(E)  (0.04, 1.00)
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Zadanie 8.

W pewnym ubezpieczeniu moze dojs¢ co najwyzej do jednej szkody w ciggu roku.

Warto$¢ szkody (o ile do niej dojdzie) ma rozktad jednostajny na odcinku (0,1).

Ubezpieczony, ktoremu (niezaleznie w kolejnych latach) zdarzajg si¢ szkody z

prawdopodobienstwem g, wedruje po klasach systemu bonus malus, w ktérym:

e Po roku ze zgtoszeniem szkody przenosi si¢ do klasy 1

e Po roku bez zgloszenia przenosi si¢ do klasy 2 (jesli byt w klasie 1) lub do klasy 3
(jesli byl w klasie 2 lub 3).

Gdyby zglaszat wszystkie szkody ktore mu si¢ zdarzaja, macierz prawdopodobienstw

przejs¢ wygladataby nast¢pujaco:

q p O
qa 0 pj|.
q 0 p

Niech r,, r, oraz r, oznaczaja sktadke ptacona przez ubezpieczonego przesunigtego

wiasnie do klasy 1, 2 lub 3 odpowiednio.
Poniewaz 1, > T, > I, nasz ubezpieczony postanawia zastosowac nastgpujaca strategie:

e Zglasza szkodg, o ile jej warto$¢ przekracza d
e Szkody nie przekraczajace d pokrywa we wlasnym zakresie;
przy czym wartos$¢ d jest ta sama bez wzgledu na klase, w ktorej aktualnie przebywa.

Ubezpieczony tak dobiera parametr d, aby wartos¢ oczekiwana catkowitego kosztu
(ptaconej sktadki i1 kosztu samodzielnie pokrywanych szk6d) byta jak najmniejsza.
Bierze przy tym pod uwagg oczekiwany catkowity koszt w pojedynczym, odlegtym
okresie czasu (na tyle, zeby oczekiwang sktadke liczy¢ w oparciu o graniczny rozktad
na przestrzeni klas).

Jesli sktadki wynosza odpowiednio: 1, =0.14, r, =0.10, r, =0.075, za$ parametr
charakteryzujacy naszego ubezpieczonego wynosi g = 0.1, to optymalna warto$¢
parametru d wynosi (z dobrym przyblizeniem):

(A) 0.051
(B) 0.062
C) 0073
(D) 0.085
(E)  0.097
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Zadanie 9.

Liczby szkdd w kolejnych latach z pojedynczego ryzyka, charakteryzujacego sie
wartos$cig A parametru ryzyka A, sa warunkowo niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie Poissona z warto$cig oczekiwang A. Rozktad warto$ci parametru ryzyka A
w populacji generalnej ryzyk (nieskonczonej) ma wartos¢ oczekiwang i wariancje
réwng odpowiednio i, i o7,

W poprzednim roku mieliSmy portfel ztozony z 1000 ryzyk wylosowanych z tej
populacji, i wygenerowaty one N szkod.

W biezgcym roku bedziemy mie¢ 1100 ryzyk, ktoére wygenerujg M szkod, przy czym:

e sposrod ryzyk ktore ubezpieczaliSmy w roku poprzednim 100 losowo
dobranych ryzyk opuscito nasz portfel (pozostanie lub opuszczenie portfela
nie zalezy od liczby wygenerowanych szkod)

e oprocz 900 ryzyk kontynuujacych ubezpieczenie w portfelu, 200 ryzyk to
ryzyka nowe, przypadkowo wylosowane z pozostatej czgsci populacji.

Zatozmy, ze:
e znamy jedynie faczng liczbe szkdd zasztych w poprzednim roku (nie wiemy,
jak ta liczba rozktada si¢ pomiedzy tych, ktorzy kontynuuja i nie kontynuuja
ubezpieczenia w roku biezacym)
e wiemy ponadto, ze u, = 1/4 oraz 6 = 1/32.
Dobieramy parametry rzeczywiste a i b predyktora zmiennej losowej M postaci:

e Pred(M|N) :=a+ bN
w taki sposob, aby otrzymac¢ predyktor o najmniejszym btedzie sredniokwadratowym
wsrdd predyktorow nieobcigzonych tej postaci. Wspotczynnik b dla tak dobranego
predyktora wynosi:

A o1
(B) 1/10
© 2m
D) 1

(E) 1110
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Zadanie 10.
Niech X, . oznacza pomiar zmiennej w miesigcu j rokut, t=12,...10, j=12,..12.

Zaktadamy, ze X

tj

. j zawiera skladnik wahan sezonowych oraz wahan przypadkowych.

Doktadniej, wahania przypadkowe spetniajg zatozenia:
¢ E(XH ‘ﬂ,— ): Hi

2

. var(Xt‘j‘yj)z s?,

o cov(X, Xyl )=0, jesli (j=k lubt=s)
za$ wahania sezonowe spelniajg zalozenia:

o Ely)=n

o var(y)=a?

o covlu;, 4 )=0, jesli j=k
W celu estymacji parametrow sezonowych y; postugujemy si¢ wspotczynnikiem:

T

l-z=—~——.
2 1 2
a +—=§
10

Nie znamy parametréw a* ani s*. Estymujemy (1—z) korzystajac z dekompozycji

sumy kwadratow odchylen na wahania wewnatrz-sezonowe i mi¢dzy-Sezonowe:
10 12

ZZ(XRJ'_)?J)Z

1-2:=const- =2

12
T oV
> (X, -X)
=L
gdzie X oraz X; oznaczajg odpowiednio $rednig ogélng (ze 120 obserwacji) i $rednig

z obserwacji dotyczacych j-tego miesigca.
Jesli estymator wspotczynnika (1—z) mialby by¢ ilorazem nieobcigzonych

. , 1 1 .
estymatorow parametrow Esz oraz (az + Eszj , to stala const wynosi:

(A)  const= 1
9-10
(B) const = L
10-10
©) const = Lt
10-11
(D) const =
9.-10-11
(E) const = !
9-10-12

10
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