Prawdopodobienstwo i statystyka 17.06.2013r.

Zadanie 1

Zakladajac, ze zmienne losowe X, X,,..., X,s sa niezalezne 1 maja rozklady normalne
X, ~ N(m+/i,i), i=12,...16, zbudowano test jednostajnie najmocniejszy dla
weryfikacji hipotezy H, :m=0 przy alternatywie H, :m >0 na poziomie istotnosci
0,05.

W rzeczywistosci okazato si¢, ze wektor (X, X,,..., X;;) ma rozktad normalny taki,

ze EX, = m\/T, VarX; =i, i=12,...,16, oraz wspotczynnik korelacji
05 gdy [i-jl1

p(X, Xj)=191 gdy Q=]
0 wpp

Wyznaczy¢ rzeczywisty rozmiar testu.

(A) 0,09

(B) 0,12

C© 021

(D) 0,17

(E) 0,02
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Zadanie 2
Zatozmy, ze X,...,X,,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym

rozktadzie wyktadniczym i EX, =%. Niech T,=0 i T, =Zn:Xi dla n=12,....
i=1

Niech Y bedzie zmienna losowa niezalezna od zmiennych Xi,...,X,..., O
rozktadzie gamma o gestosci

0(X) = {32x2 exp(—4x) gdy x> 0

0 gdy x<0
Niech
N=max{n>0:T, <Y}

Podac¢ rozktad prawdopodobienstwa zmiennej N.

1 8 1Y
(A)  P(N :n):E(n+1)(n+2)(E [éj dlan=012,...

(B) P(N= n)=%(n +1)(n+2)(2—17 (gjn dlan=012,...

n-1
=£ E dlan=12,...
81\ 3

(©)  P(N=0)=—, P(N=n)

(D) P(N=n)= exp(—%](%jn% dlan=012,...

n

(E) P(N =n)=exp(—2)% dlan=012,...
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Zadanie 3

Niech X bedzie pojedynczg obserwacja z rozktadu o gestosci

pg(x)_{%(ebq) gdy XE[_Q’Q]

0 gdy x¢&[-0,0]
gdzie €>0 jest nieznanym parametrem. Weryfikujemy hipoteze H,:0=1 przy
alternatywie H,:0#1 za pomoca testu opartego na ilorazie wiarogodnosci na
poziomie istotnosci 0,20. Moc tego testu przy alternatywie 8 =4 jest rowna

(A) 0,80
(B) 0,74
(C) 0,65
(D) 0,40

(E) 0,37
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Zadanie 4

Niech X 1Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie
wykltadniczym o warto$ci oczekiwanej 1.

Niech U = —In(éj. Wtedy

(A)  zmienne U 1 Y sgniezalezne

(B)  funkcja gestosci rozktadu brzegowego zmiennej U wyraza si¢ wzorem

% dlaueR
@+e™)

g(u)=
1
© PU>0=3

(D) E(Y|U=1)=ﬁ

(E)  funkcja gestosci rozktadu brzegowego zmiennej U wyraza si¢ wzorem

g(u)= dlau>0

(L+e")?
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Zadanie 5
Zmienne losowe X, X,,...,X,,... sa niezalezne o tym samym rozkladzie
jednostajnym na przedziale (0,1), a zmienna losowa N ma rozktad postaci
n-1
P(N=n)=e™ dla n=123,....
(n=1)!
Zmienne X,, X,,..., X, ,... I N saniezalezne.

Niech M =max{ X,, X,,..., X} 1 z€(0,]). Wtedy E(M, | X, =2) jest rbwna

1-2z+(2z +1)e*

) :
@ 11

e
©) 1-#
® -
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Zadanie 6

Niech X, X,,...,X.,..., I,l,,....1 ,...,N beda niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Zmienne X;, X,,..., X
Zmienne 1,1,,...,1

... maja rozkltad o wartosci oczekiwanej 2 1 wariancji 1.

maja rozktad jednostajny na przedziale (0,1). Zmienna N ma

nree.

2 n
rozktad ujemny dwumianowy P(N = n) = M(Ej (%j dlan=012,....

n! 4
0 gdy N=0 0 gdy N=0
: N : Y
Niech Su=1S"x, gty N>0 ' ZT 130X, gdy N0
i1 i=1

Wtedy wspotczynnik kowariancji Cov(S,,Z, ) jest rowny

@ =
®

© 3
© =
® i
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Zadanie 7

Niech X, X,,..., X, X
wyktadniczym o gestosci

. beda zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie

6 * gdy x>0
fe(x):
0 gdy x<0
gdzie >0 jest nieznanym parametrem. Zmienne losowe X, X,,...,X,,X,., sa

warunkowo niezalezne przy danym 6. Zat6zmy, ze rozktad a priori parametru 6 jest
rozktadem gamma o ggstosci

1 .3
=6 expl-po 6>0
p(6) = Gﬁ Xp( B ) gdy 6> .
0 gdy <0
Na podstawie proby losowej X, X,,..., X, wyznaczamy predyktor bayesowski >2n+1

zmiennej X, przy kwadratowej funkcji straty.
Wariancja otrzymanego predyktora jest rowna

) %
(B) B(f—j”?’)z
© 18@—23)
D) ﬁ
€) %
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Zadanie 8

Niech X,,..., X, X
normalnego N (,u, 02), gdzie oba parametry sg nieznane. Bezposrednio dostgpne sg

., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu

n+lre

_ 2n
tylko obserwacje X,,X,,..., X,, ale dodatkowo znamy $redniag X, = ziz X, .
n4s

Budujemy estymator parametru o® postaci S* = aZ(Xi - )?Zn)2 :
i=1

gdzie stala a dobrana jest tak, by statystyka S*=a>_ (Xi - X,, )2 byla nieobcigzonym
i=1
estymatorem wariancji o”.
Interesuje nas wzgledny blad estymacji
S?-o?

2
o

R =

Warto$¢ oczekiwana E(Rz) jest rowna

A) 2(2n2—1)
n
®) 2(4n2—3)

n

2

(©) 2n-1
2(4n-3)
©) (2n-1)?
4n-3
® 2(2n-1)?
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Zadanie 9

Niech Y,,Y,,...,Y, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym zmienna Y,,
i=12,...,n, ma rozklad logarytmiczno-normalny LN(bx,1), gdzie X,X,,...,X, sa
znanymi liczbami, a b jest nieznanym parametrem. Zat6zmy, ze fo =4.
i=1

Niech b bedzie  estymatorem najwicksze] wiarogodnosci parametru b, a
g= exp(26) estymatorem funkcji g(b) =exp(2b).
Wtedy obcigzenie estymatora §

E,§-9(b)

jest rowne
(A) 0

(B) e*(Je-1)
) e*(E*-1)
(D) e®*(e*-1)

(E) e”(e-1)
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Zadanie 10

Rzucamy trzema sze$ciennymi kostkami do gry. Nastepnie rzucamy ponownie tymi
kostkami, na ktérych nie wypadty ,,jedynki”. W trzeciej rundzie rzucamy tymi
kostkami, na ktorych do tej pory nie wypadty ,,jedynki”.

Oblicz prawdopodobienstwo, ze po co najwyzej trzech rundach na wszystkich
kostkach beda ,,jedynki” (wybierz najblizsza wartosc).

(A) 0,021
(B) 0,050
(C) 0,026
(D) 0,017
(E) 0,075

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 17 czerwca 2013 r.

Prawdopodobienstwo i Statystyka

Arkusz odpowiedzi®

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
1 B
2 A
3 C
4 B
5 E
6 D
7 A
8 D
9 B

10 E

" Oceniane s3 wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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