Prawdopodobiehstwo i statystyka 10.12.2012r.

Zadanie 1

Kazda ze zmiennych losowych X, X,,..., X, ma rozklad normalny z nieznang
warto$cig oczekiwang m, i wariancja 1, a kazda ze zmiennych losowych Y,,Y,,...,Y,
rozktad normalny z nieznang warto$cig oczekiwana m, i wariancja 4. Zalozono, ze
wszystkie zmienne losowe sg niezalezne i wyznaczono, przy tych zatozeniach, test
oparty na ilorazie wiarogodno$ci dla testowania hipotezy H,:m, =m, przy
alternatywie H, :m; # m, na poziomie istotnosci 0,05.
W rzeczywisto$ci zalozenie to nie jest spetnione:

e co prawda pary zmiennych (X,,Y,),(X,,Y,),...,(X,,Y,) sa niezalezne i maja

rozktady normalne, ale

e dlai=12,...,6, X,,Y; sa zalezne i wspotczynnik korelacji Corr(Xi,Yi)=—%.

Moc testu przy alternatywie m, =m, +1 jest rowna

(A) 0,390
(B) 0,293
(C) 0,235
(D) 0,610
(E) 0,710
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Zadanie 2

Niech X, X,,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie logarytmiczno-normalnym z parametrami xR i o>0. Niech T,

oznacza estymator najwickszej wiarogodnoéci wariancji V> w tym modelu w oparciu
o probe X, X,,...,X,. Niech x=-051 o=1.
Witedy

(A)  lim P(T, -V°|Vn >10,73)=0,134

0,069

8) lim P(T, -v?/n >10,73

(D) lim P(T, -V?[Vn >10,73)=0,056

i )
Q )
© 1im P(T,~v?n >10,73)=0,028
Q )
® Jim (T, )

—vz\\/ﬁ >10,73)=0,620
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Zadanie 3

Zat6ézmy, ze dysponujemy pojedyncza obserwacja X z rozktadu Laplace’a o ggstosci
A e
f,u,/l(x) = Ee A )

gdzie A >0 i x€R sa parametrami.
Rozwazmy zadanie testowania hipotezy
Hy:pu=-1 1 A=05
przy alternatywie
H:u=0 1 A=1.
Obszar krytyczny najmocniejszego testu na poziomie istotnosci « jest postaci
K={x:xe(b,2)}.
Moc tego testu jest rowna

(A) 0623
(B) 0,649
(C) 0676
(D) 0,865
(E) 0,585
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Zadanie 4

Zmienna losowa N ma rozktad geometryczny
P(N=n)=p"-p) dla n=012,...,

gdzie pe(01) jest nieznanym parametrem. Rozwazamy losowa liczb¢ zmiennych
losowych X, X,,..., X, przy czym zmienne losowe X, X,,..., X, sa niezalezne
wzajemnie i niezalezne od zmiennej losowej N. Kazda ze zmiennych X, ma rozklad
o gestosci danej wzorem:

(%) = éx gdy XE(O,Q],

0 gdy xe(0,0]

gdzie 6> 0 jest nieznanym parametrem.
Obserwujemy tylko te sposrod zmiennych X, X,,..., X, , ktore sg wigksze od 4. Nie
wiemy ile jest pozostatych zmiennych ani jakie sg ich wartosci. Przypusémy, ze
zaobserwowali§my nast¢pujace wartosci

56 5 6, 74, 8, 6.2
Na podstawie tych danych wyznaczono wartosci estymatorOw najwickszej

wiarogodnosci 6 i p parametrow 6 i p.Otrzymano p réwne
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Zadanie 5

Zmienna losowa (X,Y) ma rozktad prawdopodobienstwa o funkcji gestosci
8xy gdy O<y<x<l
f(x,y)= ) :
0 wprzeciwnymprzypadku
NiechU=X+Y i V=X-Y.

Wtedy E(V |U :%j jest rbwna
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Zadanie 6

Z urny, w ktorej sa dwie kule biale i trzy czarne, wylosowano jedng kule a nastgpnie
wrzucono ja z powrotem dorzucajac kule w tym samym kolorze co wylosowana.
Nastepnie z urny wylosowano 2 kule, wrzucono je z powrotem dorzucajac dwie kule
identyczne jak wylosowane. Nastepnie wylosowano 3 kule. Okazalo sig, ze sg to trzy
kule biale. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w drugim losowaniu wylosowano kule
roznych kolorow.
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Zadanie 7

Niech X,..., X o,..., X3, bedzie probka losowa z rozkladu normalnego N(,u,oz), Y4

nieznanymi parametrami x i o*. Niech

10 30
Xlo:i xi’ Xao:i Xi’
1043 30T

1L _
S?=82 = 5; (X, = Xy0)%
Skonstruowano przedziat [X,, —aS, X, +aS] taki, ze
P(X, €[X,,—aS, X,,+aS])=0,95.

Liczba ajest rowna
(A) 0,226
(B) 0,715
(C) 0,506
(D) 0,826

(E) 0,584
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Zadanie 8

Niech X,,..., Xy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie

prawdopodobienstwa:

Pr(X, =1)=2/3 i Pr(X, =—1)=1/3.

K
Niech S, => X;dla k=12,..9.

Prawdopodobienstwo

jest rowne

(A)
(B)
(©)
(D)
(E)

0,1445
0,2889
0,2699
0,2731

0,1350

i=1

P(S,=3 i

S, <5,S,<5,..., S, <5)
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Zadanie 9
Niech Xyeeey X,,...  beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu
jednostajnego na przedziale [0,1]. Niech N bedzie zmienng losowa o rozktadzie
ujemnym dwumianowym, niezalezng od zmiennych X,,...,X,,..., 0 funkcji
prawdopodobienstwa
P(N =n) :&Z(nﬂ) p’(l—p)",dla n=012,....

Niech

v - min{X,,...,X,} gdy N>0 —_— max{X,,..., Xy} gdy N>0

N 0 gdy N=0 N 0 gy N=0'

Wyznacz E(Y,Z,).
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Zadanie 10

Niech A begdzie zmienng losowa o rozktadzie wyktadniczym o wartosci oczekiwanej
réwnej 1. Niech N bedzie zmienng losowa, ktéra warunkowo, przy A = A, ma rozktad
Poissona o wartosci oczekiwanej A .
Niech X,,X,,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
gamma o gestosci
16xe™ gdy x>0
F(x) = gcy .
0 gdy x<0
Zmienne losowe N i X, X,,...,X,,... sa niezalezne oraz zmienne losowe A i
X, Xy, X,,. .. 53 niezalezne.
Niech

N
> X, gdy N>0
SN: i=1

0 gdy N=0
Wtedy E(S, —ES,)° jestréwna
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Egzamin dla Aktuariuszy z 10 grudnia 2012 r.
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" Oceniane sa wyltacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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