Matematyka ubezpieczen majatkowych 3.10.2011 r.

Zadanie 1.
O niezaleznych zmiennych losowych N,M,,M,,M.,,... wiemy, Ze:

e N ma rozklad dwumianowy z parametrami (n,q), gdzie n to liczba préb a
E(N)=nq

e M, ,M,,M,,.. maja ten sam rozklad dwumianowy z parametrami (1,Q) o
wartosci oczekiwanej rownej E(M,)=Q.

Oczywiscie parametry q oraz Q powyzszych rozktadéw sa liczbami z przedzialu

(0,1), zas n jest liczba naturalna.

Zmienne losowe K oraz J to nastgpujace dwie funkcje zmiennych N,M,,M,,M;:

e K=M,+M,+...+M, oraz:

e J=N-K.

Rozwazmy  ciag a,,a,,a,,...,a, warunkowych ~ warto$ci  oczekiwanych

a, :E(J|K =k). Sposroéd ponizszych stwierdzen dotyczacych tego ciagu wybierz

stwierdzenie prawdziwe:

(A)  jestto ciag staly
(B)  jestto ciag rosnacy
(C)  jestto ciag malejacy

(D)  jesli tylko liczba n jest wystarczajaco duza, wtedy istnieje liczba naturalna
n, <n taka, ze dla 1<k <n, zachodzi a, <a, , za§ dla n, <k <n zachodzi a, > a,_,

(E)  jesli tylko liczba n jest wystarczajaco duza, wtedy istnieje liczba naturalna
n, <n taka, ze dla 1<k <n, zachodzi a, >a, , zas dla n, <k <n zachodzi a, <a,_,
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Zadanie 2.
Laczna warto$¢ szkod z pewnego portfela ryzyk to suma:
o W=Y +Y,+..+Y,

gdzie N ma rozklad Poissona, a zmienne N,Y,,Y,,Y,,.. spelniaja zatozenia

gwarantujace, iz zmienna W ma rozktad ztozony Poissona.

Ubezpieczyciel pokrywa nadwyzke kazdej szkody ponad warto$¢ 4, a wigc laczna
warto$¢ wyptaconych przez niego odszkodowan wyniesie:

o Z=(N -4+ (Y= 4), +et (Y =),

Jesli wiadomo, ze:

e E(N)=100,

e EW)=500, varW)=3600,
e Pr(Y,>20)=1, Pr(Y1£4):%, E(Y,)Y, <4)=2,

to zbior mozliwych warto$ci wariancji zmiennej Z rowny jest przedziatowi:

(A)  [600; 800]
(B)  [800; 1000]
(C)  [1000; 1200]
(D)  [600; 1000]

(E)  [800; 1200]
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Zadanie 3.

Rozwazamy dwie zmienne losowe o rozktadach ztozonych, rézniace si¢ zalozeniami
o rozktadzie liczby sktadnikow i rozktadzie pojedynczego sktadnika:

e PG=Y,+...+Y,, gdzie N ma rozklad Poissona o warto$ci oczekiwanej A, za$ Y,

ma rozklad geometryczny o funkcji prawdopodobienstwa danej wzorem
Pr(Y, =k)=(1-q)-q" dla k =0,1,2,...

o GP=Y +...+Y, gdzie Y, ma rozklad Poissona o wartosci oczekiwanej 4, za§ N
ma rozklad geometryczny o funkcji prawdopodobienstwa danej wzorem
Pr(Y, =k)=(1-q)-q* dla k=0,1,2,...

Jesli rozwazamy jedynie dopuszczalne wartosci parametrow A >0 oraz (e (O, 1), to

warunek konieczny i dostateczny, aby zachodzita nierownos¢:
var(GP) > var(PG)
mozna wyrazi¢ w postaci:

(A) A>1+q
B) 1>q
© >4
p
(D) A>2(
€ a1>29
p
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Zadanie 4.

W pewnym jednorodnym portfelu ryzyk liczba szkod z pojedynczego ryzyka ma
rozktad Poissona z nieznanym parametrem A . Posiadamy informacje tylko o tych
ryzykach z tego portfela, ktore w ostatnim roku wygenerowaty co najmniej jedna
szkodg. Ta informacja to:

e Liczba ryzyk, ktore wygenerowaty co najmniej jedna szkodg wyniosta 200

e Liczba szkdd z tych ryzyk wyniosta 320

Wybierz ten z ponizej podanych przedziatow, w ktérym miesci si¢ warto$¢ estymatora
parametru A uzyskanego metoda najwigkszej wiarygodno$ci w oparciu o powyzsze
informacje.

(A)  (0;1.05)

(B)
©)  (1.10;1.15)
(D)  (1.15;1.20)

(E)  (1.20; + )
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Zadanie 5.
Laczna wartos$¢ szkod z pewnego ryzyka:
e X=Y+Y,+..+Y,

ma ztozony rozktad geometryczny, z rozktadem liczby sktadnikow danym wzorem:

. Pr(N = k):si dla k=0,1,2,..., gdzie

k+1
oraz wyktadniczym rozktadem wartosci pojedynczej szkody o wartosci oczekiwane]
rownej i .
Odpowiedzialno$¢ ubezpieczyciela limitowana jest od gory, i w rezultacie taczna
warto$é wyptacanych odszkodowan X jest rowna:
o X :=min{X, 5E(Y))}.
Iloraz:
E(X")
E(X)
wynosi z dobrym przyblizeniem:

(A) 0993
(B)  0.988
(C)  0.983
(D) 0978
(E) 0973
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Zadanie 6.

Szkoda losowo wybrana ze zbioru szkod zasztych w miesiacu t pozostaje wciaz
niezlikwidowana na koniec miesiaca t + k z prawdopodobienstwem:

o 1 gdy k=0

o (8/10)-(3/4)" gdy k=123,....

Reguta ta obowiazuje niezmiennie dla dowolnego catkowitego t.

Niech zdarzenie A polega na rownoczesnym zajsciu ponizszych czterech warunkow:

e liczba szkod zaistniatych i niezlikwidowanych na koniec miesiaca t—2 wynosi
288,

e Liczba szkdd zaistnialych w ciagu miesiaca t —2 wynosi 80,

e Liczba szkod zaistniatych w miesiacu t —1 wynosi 75,

e Liczba szkdd zaistnialych w miesiacu t wynosi 90.

Warunkowa oczekiwana liczba szkod zaistniatych i niezlikwidowanych na koniec

miesigca t, pod warunkiem zaj$cia zdarzenia A, wynosi:

(A) 306
(B) 315
(C) 333

(D) 348

(E) 360
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Zadanie 7.
W klasycznym modelu procesu nadwyzki U (t) =U+Ct—Syy

e U jest nadwyzka poczatkowa,
ct jest suma sktadek zgromadzonych do momentu t,
N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

S, = ZYi jest suma wyptat,
i=l

proces N(t) i pojedyncze wyplaty V,,Y,,Y;.... sa niezalezne.

Niech L oznacza maksymalng stratg, F_  jej dystrybuantg, za$ ‘P(u)
prawdopodobienstwo ruiny przy nadwyzce poczatkowej Uu. Wiadomo, ze zachodzi:

F (u)=1-¥()=Pr(Vt>0 U(t)>0).

Zalézmy, ze wyplaty Y, maja rozktad wyktadniczy z warto$cia oczekiwang u, oraz iz
parametr intensywnosci sktadki ¢ wynosi ¢ =110%Au .

Wartos¢ funkcji ‘P(u) w punkcie U = E(L)+1.645wlvar( L) wynosi z dobrym
przyblizeniem:

(A)  5.6%
(B)  6.0%
C)  6.5%
(D)  7.1%
(E) 7.8%
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Zadanie 8.

W pewnym ubezpieczeniu dziata 5-klasowy system No Claim Discount. Sktadki
roczne wynosza:

220 zt w klasie 1

173 zt w klasie 2,

145 zt w klasie 3,

125 zt w klasie 4,

100 zt w klasie 5.

Przejscie z klasy do klasy nastgpuje corocznie, przy czym po roku bezszkodowym
ubezpieczony z klasy 1 przechodzi do klasy 2, z klasy 2 do 3, z klasy 3 do 4, z klasy 4
do 5, a jesli byl w klasie 5, to dalej w niej pozostaje. Po roku ze szkoda (lub
szkodami) ubezpieczony zawsze przechodzi do klasy 1.

Rozwazmy ubezpieczonego, ktory generuje w kolejnych latach szkody zgodnie z
procesem Poissona o czgstotliwosci A =(In5—1n4) rocznie. Zatozmy, ze kazda

szkodg zgtasza natychmiast po jej zajsciu.

Warto$¢ oczekiwana sktadki ptaconej przez niego w n-tym roku ubezpieczenia dazy
przy n — o do granicy rownej:

(A) 1287zt
(B) 132z
(C) 136zt
(D) 140zt
(E) 144zt
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Zadanie 9.

Ubezpieczeni sa losowo dobrani z populacji, w ktore;:

e faczna warto$¢ szkod dla ubezpieczonego charakteryzujacego si¢ wartoscia A
parametru A ma ztozony rozktad Poissona z oczekiwana liczba szkod N rowna A,

e rozklad wartosci pojedynczej szkody jest taki sam dla wszystkich ubezpieczonych,
a jego warto$¢ oczekiwana wynosi

e parametr A ma rozktad Gamma (4,9) o wartosci oczekiwanej 4/9 1 wariancji 4/81.

Ubezpieczyciel sprzedaje cztonkom tej populacji ubezpieczenie w zamian za sktadke
poczatkowa ptatna z gory w wysokosci:

e P=(1+6)-u-E(AN>0),

a po rozliczeniu roku tym ubezpieczonym, ktorzy nie zglosili zadnej szkody, wyptaca
bonus w wysokosci:

e B=(1+6) u-{E(AN >0)~E(AN = 0)}.

Stosunek bonusu do sktadki poczatkowej B/P wynosi z dobrym przyblizeniem:

(A) 0369
(B) 0309
(C) 0291
(D)  0.260
(E) 0244
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Zadanie 10.
Ubezpieczyciel prowadzi dwa portfele ubezpieczen. W kazdym z portfeli pojedyncze
ryzyko generuje szkody zgodnie ze ztozonym procesem Poissona z taka sama
intensywnos$cia A . Portfele r6znia si¢ rozktadem wartos$ci pojedynczej szkody 1 liczba
ryzyk w portfelu (n, 1 n, odpowiednio). Stosunkowy narzut na sktadkg netto dla
ryzyk w obu portfelach jest ten sam i wynosi €. W rezultacie parametry modelu sa
nastepujace:

e 1 portfel:
intensywno$¢ taczna n, A , rozktad wartosci pojedynczej szkody o ggstosci

f(y)=2exp(-2y), sktadka za jedno ryzyko (1+ 6’)% :

e 2 portfel:
intensywno$¢ taczna n,A , rozktad wartosci pojedynczej szkody o ggstosci

f (y) = 5exp(-5Y), sktadka za jedno ryzyko (1 + 9)% .
Jesli wiemy, ze prawdopodobienstwo ruiny ‘P(u) jako funkcja kapitatu
poczatkowego U jest postaci:

6 1
‘P(u)— Eexp(— u)+Eexp(— 3u),

nl
n, +n,

to warto$ci parametroéw modelu (6’, j WYnosza:

o (Y
B) G %j
© G %j
o (38
() G %j
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Egzamin dla Aktuariuszy z 3 pazdziernika 2011 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 C
2 B
3 D
4 A
5 C
6 B
7 D
8 E
9 E

10 A

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.

11



	 N ma rozkład dwumianowy z parametrami  , gdzie n to liczba prób a   
	   mają ten sam rozkład dwumianowy z parametrami   o wartości oczekiwanej równej  . 
	Oczywiście parametry q oraz Q powyższych rozkładów są liczbami z przedziału  , zaś n jest liczbą naturalną. 
	Zmienne losowe K oraz J to następujące dwie funkcje zmiennych  : 
	  ,      oraz: 
	  . 
	Rozważmy ciąg   warunkowych wartości oczekiwanych  . Spośród poniższych stwierdzeń dotyczących tego ciągu wybierz stwierdzenie prawdziwe: 
	 Zadanie 2. 
	  , 
	  . 
	  , 
	  ,      , 
	  ,      ,       , 
	  , gdzie N ma rozkład Poissona o wartości oczekiwanej  , zaś   ma rozkład geometryczny o funkcji prawdopodobieństwa danej wzorem   dla   
	  , gdzie   ma rozkład Poissona o wartości oczekiwanej  , zaś  N ma rozkład geometryczny o funkcji prawdopodobieństwa danej wzorem   dla   
	 Zadanie 4. 
	 
	 Zadanie 5. 
	Łączna wartość szkód z pewnego ryzyka: 
	  , 
	ma złożony rozkład geometryczny, z rozkładem liczby składników danym wzorem: 
	   dla  ,   gdzie   
	oraz wykładniczym rozkładem wartości pojedynczej szkody o wartości oczekiwanej równej  . 
	Odpowiedzialność ubezpieczyciela limitowana jest od góry, i w rezultacie łączna wartość wypłacanych odszkodowań   jest równa: 
	  . 
	Iloraz: 
	 . 
	wynosi z dobrym przybliżeniem: 
	 
	 
	 1                                      gdy   
	                gdy   . 
	Reguła ta obowiązuje niezmiennie dla dowolnego całkowitego t. 
	 
	Niech zdarzenie A polega na równoczesnym zajściu poniższych czterech warunków: 
	 liczba szkód zaistniałych i niezlikwidowanych na koniec miesiąca   wynosi 288, 
	 Liczba szkód zaistniałych w ciągu miesiąca   wynosi 80, 
	 Liczba szkód zaistniałych w miesiącu   wynosi 75, 
	 Liczba szkód zaistniałych w miesiącu   wynosi 90. 
	Warunkowa oczekiwana liczba szkód zaistniałych i niezlikwidowanych na koniec miesiąca  ,  pod warunkiem zajścia zdarzenia A, wynosi: 
	W pewnym ubezpieczeniu działa 5-klasowy system No Claim Discount. Składki roczne wynoszą: 
	 220 zł w klasie 1 
	 173 zł w klasie 2, 
	 145 zł w klasie 3, 
	 125 zł w klasie 4, 
	 100 zł w klasie 5. 
	Przejście z klasy do klasy następuje corocznie, przy czym po roku bezszkodowym ubezpieczony z klasy 1 przechodzi do klasy 2, z klasy 2 do 3, z klasy 3 do 4, z klasy 4 do 5, a jeśli był w klasie 5, to dalej w niej pozostaje. Po roku ze szkodą (lub szkodami) ubezpieczony zawsze przechodzi do klasy 1. 
	 
	Rozważmy ubezpieczonego, który generuje w kolejnych latach szkody zgodnie z procesem Poissona o częstotliwości   rocznie. Załóżmy, że każdą szkodę zgłasza natychmiast po jej zajściu. 
	 
	Wartość oczekiwana składki płaconej przez niego w n-tym roku ubezpieczenia dąży przy   do granicy równej: 
	 
	 
	  

