Matematyka ubezpieczen majatkowych 13.12.2010 r.

Zadanie 1.
Liczba szkdéd N ma rozktad o prawdopodobienstwach spetniajacych zaleznosé¢
rekurencyjna:

M:l.(2+ij, k=123,..

Pr(N=k-1) 5 k

Jesli wiemy, ze z Pr(N = k) =1, to wartos$¢ oczekiwana liczby szkéd E(N) wynosi:
k=0

A) 1

B) 13

<€ 2

D) 3

(E) 4

=
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Zadanie 2.

W ponizszej tabeli zawarte sa wybrane informacje o rozktadzie wartosci pojedyncze;j
szkody Y-

y 3 4
E(min{Y, y}) 2 ;
1 3

Z informacji tych wynika, ze E(Y |3 <Y< 4) Wynosi:

a) 3
® 3
© 37
@) 33
® 33
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Zadanie 3.
Laczna warto$¢ szkod X z pewnego ryzyka miata w roku ubiegtym rozktad ztozony:
X=Y+Y,+..+7Y,,

z rozktadem wartosci pojedynczej szkody danym na pétosi dodatniej gegstoscia:

3
f Y (x ) (1 4 x)4 :
O ile procent wzro$nie sktadka netto za pokrycie nadwyzki kazdej szkody z tego
ryzyka ponad kwotg d, jesli kwota ta jest niezmienna i wynosi d =5, natomiast ceny,
w ktorych wyrazone sa szkody wzrosna w nadchodzacym roku o 25% (tzn. do
poziomu réwnego 5/4 cen roku ubiegtego)?

(A)  skfadka netto wzrosnie o 331 %

(B)  skfadka netto wzrosnie o 50%

(C)  skfadka netto wzrosnie o 663 %

(D)  skfadka netto wzro$nie o 80%

(E)  sktadka netto wzro$nie o0 90%



Matematyka ubezpieczen majatkowych 13.12.2010 r.

Zadanie 4.
Zmienne X, oraz X, reprezentuja taczna warto$¢ szkdd z pewnego portfela ryzyk

odpowiednio w roku ubieglym oraz roku nadchodzacym. Zmienne te sa (przy danej
wartosci A parametru ryzyka A) zmiennymi losowymi warunkowo niezaleznymi, o
rozktadach zlozonych Poissona z taka sama oczekiwang liczba szkéd A 1 takim
samym rozkladem wartosci pojedynczej szkody Y, o charakterystykach:

o E(Y)=u, var(Y)=0".
Parametr ryzyka A ma rozktad, o ktorym wiemy, ze:

e E(A)=A, var(A)=1".

Rozwazamy predykcje laczne; wartosci szkdd w roku nadchodzacym X, przy
zalozeniu, ze znamy warto$ci parametréw u, o>, A oraz L*, a takze iz w ubiegtym
roku zaobserwowali$my liczbg szkoéd N, oraz faczna warto$¢ szkod X .
Najlepszy liniowy nieobciazony predyktor to predyktor postaci:

o BLUP(X|Ny, X,)= X, -z +Ny-pizy + A-pi-(1-z, —z,),
gdzie wspoéfczynniki z, oraz z, dobrane sa tak, aby zminimalizowa¢ btad
sredniokwadratowy predykcji:

. E{[X1 — pred(X [Ny, X, )f }

Wobec tego wspdtczynnik z, wynosi:

SR W if/im L
O
©) K-(1+02K/y2)+ L
® x.(mfz/ﬂz J
(E) 0
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Zadanie 5.
X, oraz X, to dwa ryzyka (zmienne losowe) niezalezne o tym samym rozktadzie
danym dystrybuanta:
0 gdy x<0
F(x)=405+03-x gdy x€0,1)
1 gdy x2>1
Prawdopodobienstwo:

Pr(X1 + X, ng

WYynosi:

(A)  0.4700
(B) 0.4725
(C) 04750
(D) 04775
(E)  0.4800
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Zadanie 6.
Dana jest rodzina zmiennych losowych {YM }ME(O’I] indeksowana parametrem M o
dystrybuantach:
d <M
F,(y)=12 89 77 M <(0,1],
1 gdy y=>M

oraz rodzina zmiennych {WM } Me(

(4. F, ().

Niech ¥7?(W, ) oznacza dla dowolnego M €(0,1] kwadrat wspotczynnika

0a] © rozktadach zlozonych Poissona o parametrach

zmiennosci (stosunek wariancji do kwadratu warto$ci oczekiwanej) zmiennej W), .
Pochodna logarytmiczna wspétczynnika V> (WM) mozna wyrazi¢ wzorem:
0 1-M
— MWW, ))=
oM ) (a-M)b-M)
Parametry (a,b) powyzszego wzoru sa rowne (kolejno$¢ podania parametrow jest
oczywiscie obojetna):

, Me(0,1).

@ (.3)
® (.49
© (.2
® (23
E) (2,3)
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Zadanie 7.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem ciagtym:
e skumulowana warto$¢ szkod S (t) jest procesem ztozonym Poissona, w ktérym

intensywno$¢ pojawiania si¢ szkod wynosi A =100, za$ rozktad warto$ci
pojedynczej szkody dany jest na pétosi dodatniej gestoscia:

3 1 1 1
X)=—exp| ——x |+—exp| ——Xx
frle)=1 p{4j 32 p[sj
e intensywnos$¢ sktadki (naptywajacej w sposob ciagly) wynosi ¢ =750,
Wiadomo, ze przy takich zatozeniach funkcja prawdopodobienstwa ruiny (jako
funkcja wysokosci nadwyzki poczatkowej u) jest postaci:
lP(u) =a, exp(— rlu)+ a, exp(— rzu) ,

Suma parametrow tego wzoru (a1 + az) WYnosi:

@ 3
®
© 3
o
® 2
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Zadanie 8.
Wiemy, ze w procesie nadwyzki ubezpieczyciela sktadka roczna wynosi ¢, za$ taczne
wartosci szkod w ciagu kolejnych lat to niezalezne zmienne losowe o tym samym

rozkladzie. Rozktad ten ma warto$¢ oczekiwana rowna g , wariancje rowna o, oraz
wspotczynnik sko$nosci o wartosci nieujemnej réwnej ¥ .
Funkcje prawdopodobienstwa ruiny (jako funkcje wysoko$ci nadwyzki poczatkowe;j
u) przyblizamy na dwa sposoby:
¢ Stosujac aproksymacj¢ ‘¥, (4) , oparte na znanych wynikach dla modelu, w
ktérym przyrosty procesu nadwyzki na dowolnych roztacznych odcinkach
czasu sa niezalezne, i dla dowolnego 4 >0 maja rozktad normalny o wartosci
oczekiwanej rownej h(c— ) i wariancji ho” . (Oznacza to oczywiscie, ze
ignorujemy informacje o skosnosci)
e Stosujac aproksymacj¢ ¥, (#), oparte na znanych wynikach dla modelu, w
ktérym proces narastania szkdd jest procesem ztozonym Poissona ze szkodami

wykladniczymi, z parametrami dobranymi tak, aby roczne przyrosty procesu
miaty rozktad o warto$ci oczekiwanej, wariancji i skosnosci rownej zadanym

wartosciom (c—u), o, oraz y.
Niech u” oznacza taka warto$é¢ nadwyzki poczatkowej u, dla ktorej zachodzi:
\Pdiff (u)="Y, (u)
Przy zatozeniach liczbowych:
o u=10,0=2,c=11,

granica wartoéci u” przy wspotczynniku skosnosci dazacym do zera (od gory):

lim(u*
730
Wynosi:
1
(A) 5
B) 1
© 2
D) 3
(E) 4
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Zadanie 9.
Modelujemy przebiegajacy w czasie proces $ciagania naleznos$ci regresowych przez
ubezpieczyciela. Niech 7 oznacza zmienng losowa o rozktadzie:

e ciaglym na przedziale (O,+oo)

e 7z pewna masa prawdopodobienstwa w punkcie + oo,
reprezentujaca czas Sciagnigcia naleznosci regresowej (liczony od momentu
powstania prawa do regresu). Niech f,, F, oraz h, oznaczaja odpowiednio funkcjg

gestosci, dystrybuante oraz funkcje hazardu zmiennej 7. Dystrybuancie oraz funkcji
hazardu nadajemy nastgpujaca interpretacjg:

t
o F.f)= j f+(s)ds to wskaznik $ciagalnosci do czasu ¢ (oczywiscie F,(0)=0)

0
e limF,(f)=Pr(T <o) to wskaznik $ciagalnosci ostateczne;j,

f;(¢)

o I, (t) = T() dla ¢ > 0 to natgzenie procesu $ciagania (gestos¢ §ciagania
- ¢
T
nalezno$ci, ktore do momentu ¢ pozostaja jeszcze nie $ciagnigte)

Zaldzmy, ze natgzenie procesu $ciagania dane jest funkcja hazardu okreslona na
potosi dodatniej nastgpujaco:

o )=t
2+1)(1+1)
Wtedy wskaznik $ciagalnosci ostatecznej wynosi:

A 1
4

B —
(B) s
3

C 2
(©) 2
3

D _
(D) s
1

E —_

(E) 5

Wskazowka: mozesz wykorzystaé znang tozsamosé: h(t)= —% In(1- F(z))
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Zadanie 10.
W pewnym ubezpieczeniu szkody zawsze likwidowane sa nie pdzniej, niz w roku
nastepujacym po roku zaj$cia. Niech X, ; oraz X, oznaczaja taczna wartos¢ szkod

zaistnialych w roku ¢, a likwidowanych w tym samym roku oraz w roku nastgpnym,
odpowiednio. Mamy w dyspozycji probke obserwacji z lat 1 =1,2,...,n:

o XX X0 Xy X, 00 X,
Zaktadamy, ze wszystkie powyzsze zmienne sg niezalezne, 1 maja rozktady Gamma o
parametrach:
X, o~T(ay, B), t=12,..,n,

X, ~T(a,, B), t=12,.,n.

Nie znamy warto$ci parametréw (o, ,, ), w istocie jednak interesuje nas jedynie

o)
parametr y, =
a,+a,
Rozwazamy dwa estymatory tego parametru:
X
A . 1 1 th() : . ; t’O
LI Ty o R
e ol zXz,o +2Xz,1

t=1 t=1

Stosunek wariancji tych estymatorow:

var(fl,)
var(4,)
WYynosi:
1
a,+o+—
A —7"
o, +a,+1
1
0{0+0(1+;
B
(B) 1
a’0+a1+—2
n
a,+a,+1
C 0 1
© St
o, +o, +—
n
1
( ) a0+al+?
D
1
o, +a, +—
n
E) 1

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 13 grudnia 2010 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 C
2 B
3 D
4 E
5 A
6 C
7 B
8 C
9 E

10 A

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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