Prawdopodobienstwo i statystyka 31.05.2010 r.

Zadanie 1

Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej 1, a zmienna losowa Y
rozktad wyktadniczy o warto$ci oczekiwanej 2. Obie zmienne sa niezalezne. Oblicz
EY [ X+Y =3).

(A) 1,86
(B) 2,16
(C) 1,50
(D) 2,00

(E) 2,50
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Zadanie 2

Niech X, X,,...,X,,... bgda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym
na przedziale (0,2). Niech zmienna losowa N oznacza numer pierwszej ze zmiennych
losowych X,,X,,...,X,,... o warto$ci wigkszej niz X, zatem

N =inf{n:ne{l,2,...}a X, > X, }.
Wtedy EX jest rowna

A) 1
®
© 3
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Zadanie 3

Niech X,,X,,..., X begda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkladu normalnego
N(m+48,0), aV,Y,,...Y, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu normalnego
N(m—6,1). Wszystkie zmienne sa niezalezne. Parametry m i 6 sa nieznane. Weryfikujemy
hipotezg H,: 8 =0 przy alternatywie H,: §=0,5 za pomoca testu opartego na ilorazie
wiarogodno$ci na poziomie istotnosci 0,05. Moc tego testu przy n =18 jest rowna

(A) 0,899
(B) 0,950
(C) 0913
(D) 0,995
(E) 0,500
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Zadanie 4

Zmienna losowa N ma rozklad Poissona z parametrem A >0. Rozwazamy losowa liczbe
zmiennych losowych X,, X,,..., X, przy czym zmienne losowe X,, X,,..., X, sa niezalezne
wzajemnie 1 niezalezne od zmiennej losowej N. Kazda ze zmiennych losowych X, ma
rozktad Pareto o gestosci

()= IV X

0 gdy x<1
gdzie 6>0 jest nieznanym parametrem. Obserwujemy tylko te sposréd zmiennych
X5 Xy, 0, Xy, ktore sa wigksze od znanej liczby w>1. Nie wiemy ile jest pozostatych
zmiennych ani jakie sa ich wartosci. Niech V,,Y,,...,y, beda zaobserwowanymi

warto$ciami. Na podstawie tych danych wyznaczy¢ estymatory najwigkszej wiarogodnosci
parametréw 6 1 4.
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Zadanie 5

Lancuch Markowa ma trzy stany: E ,E,, E, , i macierz przejscia

43
4 4
o L 1
2 2
1,
12 2

Niech X, oznacza stan, w ktorym znajduje sig¢ tancuch po dokonaniu n krokéow, n=0,1,... .
Funkcjg f na zbiorze stanéw okreslamy wzorem: f(E;)=i dla i=12,3.
Niech ¢ =1limCov[ f (X,), f(X,,,)]. Granica C jest rowna

W) -
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Zadanie 6

Rozwazmy zmienne losowe N, X, Y. Wiadomo, ze rozktad warunkowy zmiennej losowej N,
gdy X =x 1Y =Y jest rozkladem Poissona o wartosci oczekiwanej X. Rozktad warunkowy

zmiennej losowej X, gdy Y =y jest rozkladem Gamma(2,y), a rozklad zmiennej Y jest
rozktadem Gamma(4,3), gdzie rozktad Gamma(a, /) ma gestos¢

IBQ a—1,—px
P, 5(X) = F(a)x ¢

gdy x>0
0 gdy x<0.

Wtedy wariancja VarN jest rOwna

A) 2
B) 7
€ 3
D) 6
(E) 5
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Zadanie 7

Niech X, X,,...,X,; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
normalnym N(m,l). Parametr m jest nieznany 1 jest realizacja zmiennej losowej o rozkladzie
normalnym N(1,3). Wyznaczamy estymator bayesowski parametru m przy funkcji straty
LINEX danej wzorem
L(ma)=e"*-(m-a)-1,
gdzie a oznacza warto$¢ estymatora.
13
Zat6zmy, ze w wyniku doswiadczenia uzyskano probke losowa taka, ze Z X; =15.
i=1
Wtedy estymator bayesowski przyjmuje wartos$¢

w2
®
© 1
o 2
®



Prawdopodobienstwo i statystyka 31.05.2010 r.

Zadanie 8

W pewnej populacji prawdopodobienstwo tego, ze osobnik przezyje pierwszy rok jest rowne
(1-6?%). Jezeli osobnik przezyt pierwszy rok, to prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze

przezyje nastgpny rok jest rowne

W prébcee losowej liczacej n osobnikow z tej populacji zanotowano:
e n, przypadkow, kiedy osobnik nie przezyt pierwszego roku,
e n, przypadkow, kiedy osobnik przezyt pierwszy rok, ale nie przezyt drugiego roku,
e n, przypadkow, kiedy osobnik przezyt dwa lata.

Blad $redniokwadratowy estymatora najwigkszej wiarogodnos$ci parametru 8 wyraza si¢
wzorem:

0= 9)2(; +26%)
© 29
@ A=2
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Zadanie 9

Mamy probg prosta ((X,,Y,),(X,,Y,),...,(X,4,Y,,)) z rozkladu normalnego dwuwymiarowego
o nieznanych parametrach:

EX,=EY,=u, VarX,=VarY,=0c’, Cov(X,Y,)=0c"p.
Niech

10 _ 10 _
Z=X+Y, R=XY. §7=—LY (227, 8 =Y R-RP,
n—153 n—13
gdzie Z oraz R to odpowiednie $rednie z probki. Do testowania hipotezy H, : p =%

. . 1 . ., .
przeciwko alternatywie H, : p # 3 mozemy uzy¢ testu o obszarze krytycznym postaci:

2 2
SL<k lub SL>k ,
SZ 1 2 2

R R

przy czym liczby k; i K, dobrane sa tak, aby przy zatozeniu, ze H, jest prawdziwa
2 2
P(% < kI] = P(% > sz =0,05.
R R

(A)  k=0157 i k,=1589

Liczby k, i Kk, sarowne:

(B)  k =0440 i k,=4,451
(©)  k=0225 i k,=2.27I
(D) k=0629 i k,=6358

(E) k=0672 i k,=50956
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Zadanie 10

Z urny, w ktorej jest 6 kul czarnych i 4 biate losujemy kolejno bez zwracania po jednej kuli
tak dlugo, az wylosujemy kulg czarna. Warto$¢ oczekiwana liczby wylosowanych kul biatych
jest rowna

A 1
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Egzamin dla Aktuariuszy z 31 maja 2010 r.

Prawdopodobienstwo i Statystyka

Arkusz odpowiedzi T
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypetnia Komisja Egzaminacyjna.
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