Matematyka ubezpieczen majatkowych 31.05.2010 .

Zadanie 1.
Liczba szkod N z pojedynczej umowy w pewnym ubezpieczeniu jest zmienna losowa
o rozktadzie danym wzorem:

Pr(N = O) = pO s

Pr(N=k)=(1-p)1-q)¢"", k=123,..,
z nieznanymi parametrami p, € [0,1), qe (0,1).
Mamy probke N,,N,,...,N,,, obserwacji ze 100 takich umoéw ubezpieczeniowych.
Zaktadamy niezaleznos¢ tych obserwacji.

Niech ( f?o,é) 0znaczaja estymatory parametrow ( po,q) uzyskane metoda najwigkszej

wiarygodno$ci. Jesli wiadomo, ze w probce zaobserwowaliSmy tacznie 60 szkod z 15
umoéw (pozostate 85 umow okazato si¢ bezszkodowe), to wartos¢ estymatora ¢ z

dobrym przyblizeniem wynosi:
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Zadanie 2.

Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =u+ct =Sy, gdzie:
e u to nadwyzka poczatkowa
e ¢t to suma sktadek zgromadzonych do momentu ¢,

e S = ZYi to faczna warto$¢ szkdd zasztych do momentu ¢,
i=1
e proces liczacy N (t) oraz warto$ci szkod V,,Y,,Y.... sa niezalezne, przy czym:
e N(¢) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,
e wartosci szkod 1,,7,,Y;,... majq taki sam rozktad
e ¢c=(1+6)-1-E(Y})), 6>0

Wiadomo, ze zmienna losowa:
L= sup{u - U(t)}
t>0
daje si¢ przedstawi¢ jako zmienna o rozktadzie ztozonym:

L=0+L+..+1,, (L=0gdy N=0),
gdzie /, jest zmienna okres$lona, gdy nadwyzka spadnie ponizej u, 1 rowna jest wtedy:
ll =u- U(tl) ’

gdzie ¢, to moment czasu, kiedy po raz pierwszy do takiego spadku doszto.

Wiadomo, ze jesli doszto do ruiny, wtedy istnieje taka liczba K e {1,2,...,N } ze:
L+L 4.+l >u oraz [ +L+..+1; <u

Innymi slowy, K oznacza kolejny numer tego spadku, przy ktérym nastapita ruina, za$
liczba (N —K) oznacza liczbg spadkow, do ktérych doszto juz po zajSciu ruiny.

Wzér na oczekiwana liczbg spadkow po zajéciu ruiny:

E(N - K|L > u)
ma postac:
1
®) O(1+u)
1
(D) P

(E)  bezinformacji o rozktadzie zmiennej Y, (lub /) nie mozna wskaza¢ zadnej z
powyzszych odpowiedzi
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Zadanie 3.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =u+ct =Sy, gdzie:

e u to nadwyzka poczatkowa
e ¢t to suma sktadek zgromadzonych do momentu ¢,
e § = ZK to faczna warto$¢ szkdd zasztych do momentu ¢,
i=1
e proces liczacy N (t) oraz wartosci poszczegllnych szkod V,Y,,.Y,... sa
niezalezne, przy czym:
e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,
e warto$ci poszczegdlnych szkod Y,,7Y,,Y,,... maja ten sam rozktad wyktadniczy

o warto$ci oczekiwanej rownej S~
o c=(1+6)-4, >0

Wiadomo, ze zmienna losowa:
L= sup{u - U(t)}
t>0
daje si¢ przedstawi¢ jako zmienna o rozktadzie ztozonym:

L=L+1L+..+1,, (L=0gdy N=0),
gdzie /, jest zmienng okreslona, gdy nadwyzka spadnie ponizej u, i rdwna jest wtedy:
ll =u-— U(tl) H

gdzie ¢, to moment czasu, kiedy po raz pierwszy do takiego spadku doszto.

Prawdopodobienstwo warunkowe zaj$cia ruiny w pierwszym momencie, w ktorym
doszto do spadku nadwyzki poczatkowej, pod warunkiem, ze do ruiny doszto, a wigc:

Pr(N >0,/ > u|L > u)

Dane jest wzorem:

(A) exp(— lf—_uﬁj

(B) exp(— %)

(C)  exp(-pu)

exp(= fu)
D) 1+6

Oexp(- fu)

E) 1+6
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Zadanie 4.
Przyjmijmy dla pewnego jednorodnego portfela ubezpieczen nastgpujace oznaczenia:
* N, toliczba szkod, ktore zaszty w roku 7 i zostaly zgloszone w roku (7 + /)

e 1, to liczba jednostek ryzyka (exposure) w roku ¢.
Zakladamy, ze N, ; jest dla kazdej pary (¢, /) zmienna losowa o rozktadzie Poissona
z wartoscia oczekiwang rowna n,Ar;, gdzie 4, to oczekiwana liczba szkod na

jednostke ryzyka w roku #, za§ wspotczynniki udziatowe 7, r,... spetniaja:
e 120, /=012, oraz » r,=1.
j=0

Zaktadamy takze niezalezno$¢ wszystkich zmiennych N, ;, dla wszystkich

catkowitych ¢ oraz ;.

Zaobserwowalismy w ostatnich 3 latach nastepujace realizacje zmiennej N, ;:

j 0 1 2
t

0 49 41 10
1 61 47

2 80

Wiemy takze, ze liczby jednostek ryzyka w tych latach wyniosty:
e n,=550, n,=600, n, =700

Jesli przyjmiemy dodatkowe zatoZenia, ze:

o r+r+n=1,0raz 4, =4 =4,,

1 przy tych zalozeniach wyestymujemy parametry (ro, oy, /10) metoda najwigkszej
wiarygodnosci, to estymator parametru 4, wyniesie (z dobrym przyblizeniem):

(A)  0.194
(B)  0.197
(C)  0.200
(D)  0.203
(E) 0207

Wskazowka: mozesz utatwic¢ sobie zadanie estymujqc bezposrednio MNW parametry
¢, = Aty ¢ = A1 oraz ¢, = Ajr,, i otrzymujqc estymator MNW parametru A, jako

sume uzyskanych ocen.
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Zadanie 5.
Wartos$¢ oczekiwana szkod X z ryzyka jest funkcja parametru A ktory charakteryzuje

podmiot na to ryzyko narazony, i wynosi E(X |A) =3A . Rozklad parametru A w

populacji ryzyk dany jest na potosi dodatniej ggstoscia:

e f,(x)=100xexp(—10x)
Ubezpieczyciel nie odroznia ryzyk lepszych od gorszych, ustali¢ wigc musi sktadke
rowna dla wszystkich. Musi si¢ jednak liczy¢ ze skutkami negatywnej selekcji.
Oznaczmy przez:

e U zmienna losowa przyjmujaca wartos¢ 1 jesli podmiot nabgdzie

ubezpieczenie, za$ 0 jesli nie nabedzie;

o [T sktadke zaoferowana przez ubezpieczyciela.

Zatozmy, ze negatywna selekcja przejawia si¢ w tym, ze:

. Pr(U=1|A=/1)=1—exp(—%j dla 1>0

Jesli ubezpieczyciel ustalit sktadke na poziomie IT =1, to oczekiwana warto$¢ szkod
dla przecigtnego podmiotu (sposrdd tych podmiotow ktore zawra ubezpieczenie), a
wiec:

E(X[U =1),

wyniesie z dobrym przyblizeniem:

(A)  0.868
(B)  0.846
(C) 0.827
(D)  0.805
(E)  0.783
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Zadanie 6.

W modelu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym nadwyzka poczatkowa
wynosi 3.5, sktadka roczna wynosi 2, a aczne wartosci szkod w kolejnych latach
W, W,,W,,... saniezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie danym

wzorem:
1 k
Pr(W, =k) = 2(§j , k=123,..
Prawdopodobienstwo ruiny wynosi:
1
A -
(A) e
1
B -
T
1
C —
(©) 3
1
D -
® 25
1
E i
E) 64
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Zadanie 7.

Niech X, ; oznacza pomiar zmiennej w miesigcuj roku ¢, 1=12,..10, j=12,..12.

Zaktadamy, ze X, ; zawiera sktadnik wahan sezonowych oraz wahan przypadkowych.
Doktadniej, wahania przypadkowe spetniaja zatozenia:
¢ E(X L

M )= H
. Var(Xtﬁj ,uj): s,
o covX, . X, | )=0, jesli (j#k ubi#s)
za$ wahania sezonowe spetniaja zatozenia:
o Elu)=u
. Var(y ; ) =a’

o cov(yj,yk)= 0, jesh j#k
W celu estymacji parametrow sezonowych ; postugujemy sig wspotczynnikiem:
1
—s
l—z=—10
a’+-—s
10
Nie znamy parametréw a” ani s”. Estymujemy (1-z) korzystajac z dekompozycji

sumy kwadratow odchylen na wahania wewnatrz-sezonowe i mig¢dzy-sezonowe:
10 12

ZZ(XI,/_‘YJ‘)Z

=1 j=1
12

Z()?j_)?

j=1
gdzie X oraz X ; oznaczajg odpowiednio Srednia 0golna (ze 120 obserwaciji) i $rednia

1-Z :=const-

z obserwacji dotyczacych j-tego miesiaca.
Jesli estymator wspotczynnika (1—z) mialby by¢ ilorazem nieobcigzonych

. ] 1 .
estymatorow parametrow Esz oraz (az + Eszj , to stata const wynosi:

1
A const = ——
(A) 9-10
(B) const = 1
9.10-12
1
C const = ———
© 10-10
(D) const = 12
9-10-11
1
E f=—
(E) cons 011
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Zadanie 8.

Pewne ryzyko generuje szkody zgodnie z procesem Poissona z parametrem
intensywno$ci 4. O parametrze A zakladamy, Ze jest on realizacja zmiennej losowej
A o rozktadzie Gamma (2, 5). Niech N(¢) oznacza liczbg szkéd w czasie od 0 do ¢,
zas T (t) - chwilg wystapienia pierwszej szkody po momencie .

E(T(4)— 4|N(4) = 2) WYnosi:

A) 3
® >
© 2
D) 2
®
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Zadanie 9.

W pewnym ubezpieczeniu moze dojs¢ co najwyzej do jednej szkody w ciagu roku.

Warto$¢ szkody (o ile do niej dojdzie) ma rozktad jednostajny na odcinku (0,1).

Ubezpieczony, ktéremu (niezaleznie w kolejnych latach) zdarzaja si¢ szkody z

prawdopodobienstwem ¢, wedruje po klasach systemu bonus malus, w ktérym:

e Po roku ze zgloszeniem szkody przenosi si¢ do klasy 1

e Po roku bez zgloszenia przenosi si¢ do klasy 2 (jesli byt w klasie 1) lub do klasy 3
(jesli byt w klasie 2 1ub 3).

Gdyby zglaszal wszystkie szkody ktore mu si¢ zdarzaja, macierz prawdopodobienstw

przejs¢ wygladataby nastgpujaco:

g p O
g 0 p|.
g 0 p

Niech r, r, oraz r; oznaczaja skladke ptacona przez ubezpieczonego przesunigtego

wlasnie do klasy 1, 2 lub 3 odpowiednio.
Poniewaz r, > r, > r;, nasz ubezpieczony postanawia zastosowa¢ nastgpujaca strategig:

e Zglasza szkodg, o ile jej warto$¢ przekracza d
e Szkody nie przekraczajace d pokrywa we wtasnym zakresie;
przy czym warto$¢ d jest ta sama bez wzgledu na klasg, w ktorej aktualnie przebywa.

Ubezpieczony tak dobiera parametr d, aby warto$¢ oczekiwana catkowitego kosztu
(ptaconej sktadki 1 kosztu samodzielnie pokrywanych szkdd) byta jak najmniejsza.
Bierze przy tym pod uwagg oczekiwany catkowity koszt w pojedynczym, odlegtym
okresie czasu (na tyle, zeby oczekiwana sktadkg liczy¢ w oparciu o graniczny rozktad
na przestrzeni klas).

Jesli sktadki wynosza odpowiednio: 7, = 0.1, r, =0.075, r, = 0.05, za$ parametr
charakteryzujacy naszego ubezpieczonego wynosi ¢ = 0.1, to optymalna wartos¢
parametru d wynosi (z dobrym przyblizeniem):

(A)  0.05
(B)  0.055
(©)  0.06
(D)  0.065
(E)  0.07
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Zadanie 10.

Pewien podmiot posiada wyjSciowy majatek o wartosci w, 1 narazony jest na stratg X.

Strata X jest zmienng losowa o zloZzonym rozktadzie Poissona:

X=Y+Y,+.+Y,

e 7z oczekiwang liczba szkdd rowna E(N) = 4, oraz:

e 7z wartoscia pojedynczej szkody o rozkladzie wyktadniczym i warto$ci oczekiwanej
rownej E(Y,) = 87".

Rynek ubezpieczeniowy oferuje kontrakty z pokryciem nadwyzki kazdej szkody
ponad kwote d, a wigc pokrywa:

X, = —d), + (¥, ~d), .t (Y ~d),

W zamian za skladk¢ w wysokosci: (1+6)E(X,), gdzie parametr 6 ma warto$¢
mniejsza od 100%.

Podmiot ten postgpuje racjonalnie, a w swoich decyzjach kieruje si¢ maksymalizacja
oczekiwanej uzytecznosci, przy czym jego funkcja uzytecznosci jest postaci:

u(x) = —exp(—gx) .

Maksimum oczekiwanej uzytecznosci podmiot ten osiagnie wybierajac kontrakt z
udzialem wtasnym w kazdej szkodzie d rownym:

Y
B) 1“(7”
© %

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 31 maja 2010 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 E
2 D
3 A
4 D
5 C
6 C
7 B
8 A
9 E

10 B

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.

11



	Zadanie 1. 
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