Matematyka ubezpieczen majatkowych 5.10.2009 r.

Zadanie 1.
W pewnym jednorodnym portfelu sktadajacym si¢ z 200 ryzyk pojedyncze ryzyko ma
nastgpujace charakterystyki:
e przy danej wartosci A parametru ryzyka A taczna wartos¢ szkod ma
(warunkowo) zlozony rozktad Poissona
e 7z warunkowa oczekiwana liczba szkod rowna A
¢ iz warunkowym rozktadem wartos$ci pojedynczej szkody Y o gestosci:
fYA—z(y):ﬁyHﬂeya y>0
Kazde z 200 ryzyk w portfelu zostato niezaleznie wylosowane z populacji ryzyk, w
ktorej rozktad parametru ryzyka A dany jest ggstoscia:
4
g ()= &/136—20/1 , A>0
(4
Oczekiwana taczna warto$¢ szkod z tego portfela wynosi:

(A) 88
(B) 90
© 92
(D) 94

(E) 96
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Zadanie 2.

Rozwazamy zdyskontowana na moment poczatkowy warto$¢ sktadek pomniejszona o
wartos$¢ szkod w klasycznym procesie nadwyzki ubezpieczyciela:

1- —ot .
B(t) = CM - Zexp(—é‘]’k )Y, , gdzie:
5 kT <t

e ctjest sumg sktadek ktore naptyngly do momentu ¢,
e T7.Y tomoment wystapienia i warto$¢ biezaca k-tej szkody
o V.V..Y.,.I,(I,-T),(T, = T,),... saniezalezne
o T.(T,-T),(T, - T,),... maja rozklad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej 0.01
e Y,Y,,Y,,..maja rozktad o momentach réwnych: E(Y,)=1, E(Y1 ): 2

e 0 =4% to zakladana przy dyskontowaniu intensywnos$¢ oprocentowania

Dobierz stala ¢ tak, aby wspdlczynnik zmiennosci (odchylenie standardowe
podzielone przez warto$¢ oczekiwana) zmiennej:

Blex) = 5= Y exp(-0T))Y,

k=1

Wyniost 1/10.

(A) 110

(B)  100+10v2
C) 120

(D)  100+2042

(E) 140

Wskazowka: zauwaz, ze Zexp(—é’]’k)Yk ~ Zexp(—éhk)X W gdzie X", XV, X" ..

k=1 k=1
to zmienne i.i.d. o rozktadzie ztozonym Poisson (Ah,F,), oraz iz blqd tego
przyblizenia znika gdy h — 0.
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Zadanie 3.
W pewnym ubezpieczeniu proces generowania szkdéd przez ubezpieczonego
charakteryzujacego si¢ warto$cia A parametru ryzyka A jest procesem Poissona o
intensywnos$ci A (rocznie).
Zakladamy, ze rozklad wartosci parametru ryzyka A w populacji wszystkich
ubezpieczonych dany jest na potosi dodatniej ggstoscia:

S 0= exp- ). edie (@)= (5.20)

I'(a)

Zatézmy, ze tak w pierwszym jak i w drugim roku mamy w portfelu po 200 uméw
ubezpieczeniowych. Jednak 100 losowo dobranych ubezpieczonych z pierwszego
roku kontynuuje ubezpieczenie w drugim roku, za$ pozostatych stu z pierwszego roku
nie kontynuuje w roku nastgpnym, za$ w portfelu w roku drugim w ich miejsce
pojawia si¢ 100 nowych, niezaleznie dolosowanych z populacji. W rezultacie liczba
szkdd w roku pierwszym wynosi:
e N, =N +N/,za$w roku drugim jest réwna:
e N,=NJ+Nj,

e gdzie N oraz N to liczby szkdd wygenerowane przez kontynuatoréw w roku

pierwszym i drugim, odpowiednio,

e za§ N/ oraz N, to liczby szkéd wygenerowane przez ubezpieczonych ktorzy w
naszym portfelu pojawili si¢ wylacznie w roku pierwszym lub wytacznie w
drugim, odpowiednio.

Przy tych zatozeniach var(N, + N,) wynosi:

(A) 1025
(B)  103.75
(C) 105
(D)  106.25
(E) 1075
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Zadanie 4.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela, a wigc proces:
U(t)=u+(1+0)Auyt =S, , gdzie:

e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

e S,=>7Y (lubzero,jesli n=0)

i=1
e Y.Y,.Y,... to niezalezne zmienne losowe o tym samym rozktadzie danym na

a

ay

polosi dodatniej ggstoscia: f, (y)=———.
(v+y)

Wiemy, ze parametry procesu wynosza:
o =2, v:l oraz 49:1.
2 5

Prawdopodobienstwo ruiny W¥(u), a wigc zdarzenia:

e 17>0 takie,ze U(T)<0
jest funkcja nadwyzki poczatkowej u. Wiadomo, ze dla odpowiednio dobranych
parametréw a,b,c funkcja ta spetnia zalezno$¢:

lim ¥ (u)(1+ au)’ = c

(A) (a,b,c)=(2,1,5)
(B) (a,b,c) —(1 1 5]
2™ - 2 9
©) (a,b,c)=(2,2,5)
1
(D) (a,b,c) = (E’ 2, 5)

(E) (a,b,c)=(1,2,5)
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Zadanie 5.
Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym postaci:
e U =u+c-n-S5,, n=0L2,.., S =W +W,+.+W,

gdzie zmienne W, ,W,,W,,... sa niezalezne i1 majq ten sam rozklad dany na odcinku

(0,2) gestoscia:

£ @) =i—2x2(2—x)2

Jesli parametry procesu wynosza:

e u=0, c=1
to prawdopodobienstwo ruiny w horyzoncie dwoch okresow czasu (a wige
prawdopodobienstwo zdarzenia, iz U, <0 lub U, < 0) wynosi:

R
® =
© 3
®
® 3
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Zadanie 6.
W pewnym ubezpieczeniu liczba szkdd, ktore w ciagu ¢ lat wygeneruje ubezpieczony
charakteryzujacy si¢ wartoscia A parametru ryzyka A jest procesem Poissona o
intensywnos$ci A (rocznie).
Zakladamy, ze rozklad wartosci parametru ryzyka A w populacji wszystkich
ubezpieczonych (tak naszych, jak i tych, ktorzy ubezpieczaja si¢ u konkurentow) dany
jest na potosi dodatniej gestoscia:

FuA)= B it exp- ). dzie (@)= (3.9)

[(a)

Zatozmy, ze w pierwszym roku tak nasza firma, jak i firmy konkurencyjne
proponowaly wszystkim ubezpieczenie w zamian za t¢ sama sktadke. W drugim roku
nasza firma kontynuuje praktyke z roku poprzedniego, natomiast konkurenci
wprowadzili sktadki nizsze od przecigtnej za bezszkodowy przebieg ubezpieczenia w
pierwszym roku, za§ wyzsze od przecigtnej odpowiednio dla ubezpieczonych, ktorzy
mieli w pierwszym roku szkody. Zaktadajac, ze wszyscy ubezpieczeni wybiora tego
ubezpieczyciela, ktory jest dla nich tanszy, oczekiwana czgstotliwos¢ szkod w drugim
roku (w przeliczeniu na jednego ubezpieczonego) w naszej firmie wzrosnie w
stosunku do pierwszego roku o:

(A)  42,6%
(B)  269%
©)  19,1%
(D)  16,7%
(E)  10,0%
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Zadanie 7.
N,Y,Y,.Y,,... to niezalezne zmienne losowe, N ma rozktad Poissona z wartoscia

oczekiwana rownag 10, zas$ Y,Y,.Y,,... maja identyczny rozkiad ciagly okreslony na
potosi dodatnie;.
Niech:

e M= max{Yl,Yz,...,YN}, przy czym jesli N =0, to przyjmujemy M =0.
Niech dla dowolnej liczby a € (0,1):

e m, oznacza taka liczbg, ze Pr(M <m, )=« i analogicznie:

e y, oznacza taka liczbe, ze Pr(Y, <y,)=«a

Niech o oznacza taka warto$¢ liczby « , dla ktérej zachodzi:
Yo = My o5

Liczba " z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A) 0,975
(B) 0,980
(C) 0,985
(D) 0,990
(E) 0,995
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Zadanie 8.
Zmienne losowe N,Y,,Y,,Y,,... sa niezalezne, przy czym:

e Y,7,.Y,,.. majaidentyczny rozktad taki, ze: Pr(Y, <100)= %
e N ma rozktad ujemny dwumianowy:

r+k—1 ‘
Pr(N =k)= ‘ (-¢9)Yq, k=01L12,..

10
Niech M oznacza maksimum sposrod N pierwszych wyrazéw ciagu 1,%,.Y;,..., a
doktadnie;j:

z parametrami (r,q) = (3, 6 j .

[} M:

0 gdy N=0
max(1,Y,,..Yy) gdy N>0

Prawdopodobienistwo: Pr(M <100) wynosi:

64
(A) 729
(B)  0.256
(C) 0512
144
(D) 235
(E)  0.64
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Zadanie 9.

Niech:

e N oznacza liczbg roszczen z jednego wypadku ubezpieczeniowego, zas:

e T1.,T,,..,T, oznacza czas, jaki uptywa od momentu zaj$cia wypadku do zgloszenia

roszczenia odpowiednio 1-go, 2-go,..., N-tego (numeracja roszczen od 1-go do N-
tego jest catkowicie przypadkowa, nie wynika wigc z chronologii ich zglaszania)
Zatozmy, ze:
e zmienne losowe N,T,,T,,T;,...sa niezalezne,
e zmienne losowe 7},7,,7;,... maja identyczny rozktad wyktadniczy o wartosci

oczekiwanej 1 (jednostka pomiaru czasu jest miesiac)
e zmienna losowa N ma rozklad logarytmiczny dany wzorem:
1 c*

Pr(N:k) =m77

k=12,3,... Z parametrem c € (0,1).

Wtasnie pojawito si¢ roszczenie, 1 okazato sig, ze jest to pierwsze roszczenie z
wypadku o ktorym dotad nie wiedzieliSmy, a ktory miat miejsce miesiac temu. Jednym
stowem, wiadomo, ze zaszedl wypadek, wiemy wigc, ze N wyniosto co najmniej 1, i
ze najmniejsza liczba ze zbioru {T1 I Ty, } , przyjeta wartos¢ 1.

Wartos$¢ oczekiwana liczby roszczen z tego wypadku, a wigc:
E(Njmin{T,,T,,...,Ty }=1)

Wynosi:
N——
e—c¢
(B) e—c¢
ec
e+c
©
D) =
e—c¢
(E) e—¢C
C
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Zadanie 10.

Oznaczmy przez:

e X, -faczna warto$¢ szkod zaszlych w roku ¢ w pewnym jednorodnym portfelu
ubezpieczen, za$ przez:

e X, -tgczes¢ facznej wartosci szkod zasztych w roku ¢, ktore likwidowane sa w
roku (t+k), k=0,12,..,

e [EP - skladke zarobiong w roku ¢,

e R - warto$¢ oczekiwang szkod zasztych 1 niezlikwidowanych na koniec roku ¢

(rezerwe na szkody).

Wiemy, ze dla kazdego ¢ zachodzi:
o E(X,)=60%EP
o E(X,,)=E(X,)w,, gdzie:

° W, =l, zasdla k=1,23,... w, =3ik
Rezerwa na poczatek roku ¢ =1 wynosi R, =990 . Zakladamy, ze w rozpoczynajacym

si¢ roku sktadka zarobiona wyniesie EF, =1200 a w nastgpnym EP, =1400. Wobec
tego oczekiwana warto$¢ szkdd zasztych i niezlikwidowanych na koniec roku 7 =2 (a
wigc przewidywana obecnie warto$¢ rezerwy R, ) wynosi:

(A) 880
(B) 800
©) 720
(D) 650
(E) 600

10



Matematyka ubezpieczen majatkowych 5.10.2009 r.

Egzamin dla Aktuariuszy z 5 pazdziernika 2009 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1

O ||| |u|s|w
O |Q|m|@ Qx> |ma|w

—_
(e}

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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