Prawdopodobienstwo i statystyka 6.10.2008 r.

Zadanie 1.

Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienna losowa, o warto$ci oczekiwanej
( Hy s ,uY), wariancji kazdej ze wspotrzednych rownej o oraz kowariancji rownej
p-o’. Staramy sie obserwowaé niezalezne realizacje tej zmiennej, ale nie w petni to
wychodzi - czasem udaje si¢ zaobserwowaé jedynie pierwsza lub jedynie druga ze
wspotrzednych. Przyjmijmy wazne zalozenie, iz do ,zgubienia” obserwacji
(calkowitego, jej pierwszej wspotrzednej, lub jej drugiej wspotrzednej) dochodzi
catkowicie niezaleznie od wartos$ci tych obserwacji.

Zat6zmy, iz otrzymalismy probke, zawierajaca 10 obserwacji wylacznie pierwszej
wspotrzednej, 40 obserwacji catej pary, oraz 10 obserwacji wylacznie drugiej
wspotrzednej. Niech teraz:

X oznacza $rednia z probki (50-ciu) obserwacji na zmiennej X,

Y oznacza $rednia z probki (50-ciu) obserwacji na zmiennej Y,

X —Y oznacza $rednia z probki (40-tu) obserwacji na r6znicy zmiennych X -V ;
oraz niech:

(Y - V) oraz X —Y oznaczaja dwa alternatywne estymatory réznicy ( My — ,uY)

Estymatory te maja jednakowa wariancj¢ o ile:
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Zadanie 2.

Niech dwuwymiarowa zmienna losowa ma ggsto$¢:

L (x y):{z—x—y dla (x,y)e(0,1)x(0,1)
XA 0 dla (x,y) £(0,1)x(0,1)
Niech U = min{X,Y} i V = max{X,Y}.
Wtedy

(A)  zmienne UiV sa niezalezne
(B)  gestos¢ zmiennej (U,V) jest réwna ¢g(u,v)=4-2u—-2v,gdy O<u<v<l

(C)  gestos¢ zmiennej (U,V) jest rowna g(u,v) =(3-2v)(1,5-u), gdy
O<u<v<l

(D)  gesto$¢ zmiennej V jest rowna h(v) =2-3v*, gdy 0<v<1
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Zadanie 3.

Na poczatku doswiadczenia w urnie I znajduja si¢ 3 kule biate, za§ w urnie II - 3 kule
czarne. Losujemy po jednej kuli z kazdej urny - po czym kule wylosowana z urny |
wrzucamy do urny II, a t¢ wylosowana z urny II wrzucamy do urny I. Czynnos$¢ t¢
powtarzamy wielokrotnie. Granica (przy n— o) prawdopodobienstwa, iz obie kule
wylosowane w n-tym kroku sa jednakowego koloru, wynosi:
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Zadanie 4.

Niech X,, X,,..., X, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o

identycznym rozktadzie jednostajnym na pewnym przedziale (a, b), a<b.

Wspoétczynnik korelacji liniowe;] Corr(_min {Xi }, _I}}ax{Xi }) Wynosi:
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Zadanie 5.

Wiadomo, Ze liczby
0,38, 0,65, 0,72, 1,00
sa niezaleznymi realizacjami zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym o ggstosci
1
— dla 0<x<4@
f (X) =10

0 w pozost.przyp,

gdzie € >0 jest nieznanym parametrem. Zakladamy, ze parametr 6 jest zmienna
losowa o rozktadzie jednostajnym na przedziale [0,5, 2].
Mediana rozktadu a posteriori, przy tych danych, jest rowna

(A) 1,250
B) 1

(C) 0,627
(D) 1211
(E) 1,155
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Zadanie 6.

Zatbzmy, ze dysponujemy pojedyncza obserwacja X zrozkladu P e {PO, P1} , gdzie P, jest

rozktadem normalnym N(0,4) i P, jest rozktadem Laplace’a o ggstosci

foo= e
1 .
Rozwazmy zadanie testowania hipotezy
H,:P=P,
przeciw alternatywie
H :P=FR.

Wiadomo, ze w zbiorze liczb wigkszych od 2, do obszaru krytycznego testu najmocniejszego
naleza liczby z przedziatu (3,8, + oo). Moc tego testu jest rowna

(A)  0,1371
(B) 02447
(C)  0,2036
(D) 0,1224
(E)  0,2036
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Zadanie 7.

Niech X, X,,..., X
rozktadu o dystrybuancie

, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z tego samego
E () = {1—3"“_9) gdy x> 6
0 gdy x<46
gdzie 620 jest nieznanym parametrem. Rozwazamy jednostajnie najmocniejszy test
hipotezy H,: 8 =0 przy alternatywie H,: € >0 na poziomie istotnosci 0,01.
W danym punkcie 6, >0 funkcja mocy tego testu przyjmuje wartosci wigksze lub
rowne 0,81 wtedy i tylko wtedy, gdy liczebno$¢ probki n spetnia warunek
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Zadanie 8.

Niech X, X,,..., X,,...
rozktadu wyktadniczego o wartosci oczekiwanej 1. Niech N bedzie zmienng losowa
o rozktadzie Poissona o warto$ci oczekiwanej 1 niezalezna od zmiennych
X5 Xyseooy X,se... Niech

N
S - DX, gdy N>0
| =

i=1

0 gdy N=0

Wtedy ggstos¢ rozktadu zmiennej S, w punkcie s >0 jest rOwna

beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z tego samego
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(E)  zadna z powyzszych odpowiedzi
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Zadanie 9.

Niech X,, X,,..., X, n>2, bgda niezaleznymi zmiennymi losowymi z tego samego
rozktadu geometrycznego, gdzie
P(X,=k)=(k+D)p’(1-p)* gdy k=0,12,...,
a pe(0,1) jest nieznanym parametrem.
Rozwazamy klasg estymatoréw parametru p postaci

A) a=2n
B) a=2n-1
(C) a=n
(D) a=n+0,5

(E) a=n-1
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Zadanie 10.

Niech X, X,,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznym

rozktadzie Weibulla o ggstosci
4 1,
— X exp| ——X dy x>0
f,(x)=19 p( 0 j gy A=T
0 gdy x<0

gdzie @ > 0 jest nieznanym parametrem. Niech 0 oznacza estymator najwigkszej
wiarogodnos$ci parametru €. Obliczy¢

P,(6-6]<0.0)

(A)  0,1915
(B)  0,2548
(C)  0,0604
(D)  0,1342
(E)  0,0589

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 6 pazdziernika 2008 r.

Prawdopodobienstwo i statystyka

Arkusz odpowiedzi’
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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