Prawdopodobienstwo i statystyka 14.05.2007 r.

Zadanie 1.

Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie Pareto o ggstosci

64
——— gdy x>0
fo=1@x o770
0 gdy x<0

Niech Y bedzie zmienna losowa rowna
v { 0 gdy x<3
X -3 gdy x>3
Wyznaczy¢ Var(Y | X > 3).
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Zadanie 2.

Niech X, X, bgda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie

ujemnym dwumianowym bin‘[2,%)

n+13y(1)
P(Xi:n):( ’ JG) Gj da  n=012,...,

Wyznaczy¢ P(X, =3| X, + X, =6).
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Zadanie 3.

Zmienna losowa N ma rozktad Poissona z parametrem A >0. Rozwazamy losowa
liczbg zmiennych losowych X,,X,,...,X,, przy czym zmienne losowe

X, X,,..., X saniezalezne wzajemnie i niezalezne od zmiennej losowej N. Kazda ze
zmiennych losowych X; ma rozklad Weibulla o ggstosci
0,(X) = {2& exp(-6&x*) gdy x>0 |
0 gdy x<0
gdzie € >0 jest nieznanym parametrem. Obserwujemy tylko te sposrdd zmiennych
X, Xy, Xy, ktore sa wigksze od 10. Nie wiemy ile jest pozostatych zmiennych ani

jakie sa ich wartosci. Przypusémy, ze zaobserwowalismy cztery warto$ci wigksze od
10 1 suma ich kwadratow jest rowna 1200. Na podstawie tych danych wyznaczy¢
estymatory najwigkszej wiarogodnosci parametrow 6 i 4.

(A) 6O=e¢* i i=4

(B) f=—1 i j-4e
300
2) 1 - 1/3
(C) O=— i A=4e
300

D) O=—— i i=4ae

(E) 6O=e* i i1=4e
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Zadanie 4.

W urnie znajduja si¢ trzy kule biale 1 dwie czarne. Powtarzamy nastgpujace
do$wiadczenie: losujemy z urny kule, odktadamy na bok i dorzucamy do urny kule
biata. Dopiero po trzykrotnym powtdrzeniu do§wiadczenia w urnie nie byto juz kul
czarnych. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w pierwszym doswiadczeniu
wylosowano kulg czarna.
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Zadanie 5.

Zalozmy, ze X, X,,..., X,,,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym

rozktadzie wyktadniczym i EX; = % Niech

K
N =min{k20:2“xi >a},

i=0
gdzie a jest ustalona liczba dodatnia. Poda¢ rozktad prawdopodobienstwa zmienne;j
N.

A)  P(N=k)= a;t( A

®) P(N=k)=—2 ( a j dla k =0,1,2,...

k
aYya)l
C P(N =k)= “ 212 —dlak=01.2,...
© P )exp( ij@k! ak=0,2,

(D)  P(N =k)=exp(- aﬂ)(a/i)k% dla k =0,1,2,...

k
a a 1
E P(N =k)= - — dla k=0,1,2,...
E) ( ) eXp( a+/1j(a+/1j k! :
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Zadanie 6.

Niech X, X,,..,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozkladzie jednostajnym na przedziale [O, 49] , gdzie >0 jest nieznanym parametrem.

Rozwazamy estymator nieobciazony parametru € postaci
T.(X,, X550, X)) =T, =aX,.,,

gdzie X,, =min{X,,X,,...,X,} iajest pewna stala. Wtedy

(A) Ve>0 VO>0 limP,(T,—6]>z)=0

(B) Ve>0 V6>0 limPH(]Tn—6|>g):exp(—l—§j

n—ow

(C) 3&>0 VO>0 limPg(]Tn—6’|>g):exp[—l—%j

n—oo

n—oo

(D) Fe>0 36>0 limPHQTn—t9|>8)=1+exp(—1—%j—exp(—l+§j

(E) Ve>0 vO>0 limPg([Tn—t9|>g)=1+exp(—l—%j—exp(—l+gj

n—oo
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Zadanie 7.

Niech X, X,,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu Weibulla o
gestosci
£ (x) = {365(2 exp(-¢) gdy x> 0
0 gdy x<0
gdzie € >0 jest nieznanym parametrem. Przedziat ufnosci dla parametru 8 w oparciu
o estymator najwigkszej wiarogodnosci én = én(Xl, X,,...,X,) parametru @
otrzymujemy rozwiazujac nierdwnosé

6 -6
o(0) Vnl <

<z,

gdzie o(0) jest wariancja asymptotyczng statystyki én = én(Xl, Xyseun Xn) 1 liczba z
spetnia

lim P[HH_Q\/E

N—>+o0 0(9)

< ZJ =0,95.

Tak otrzymany przedziat ma postac

(A) . n — n

> X; [V +196) xf(f 1.96)
®) |- n/n - n/n

_ X2 (v +1.96) in3(ﬁ—1,96)

n 1,96 n 1,96
C 1-——-—|, 1+-
© ix3( Jﬁjixs(Wﬁj

i i
i=1

X XK
O\ (\/lﬁ +1,96) Vn (Jlﬁ +1,96)

o |- 00
" n
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Zadanie 8.

Zakladajac, ze zmienne losowe X, X,,..., X sa niezalezne i maja rozktady normalne
X;~N (m\/i_ ,1) zbudowano test jednostajnie najmocniejszy dla weryfikacji hipotezy
H, :m =0 przy alternatywie H, :m >0 na poziomie istotnosci 0,05.

W rzeczywisto$ci okazalo sig, ze wektor (X, X,,..., X;) ma rozklad normalny taki,
ze EX, =mv/i,

05 gdy |[i—j[=1
Cov(X;,Xj)=4 1 gdy i=]
0 wpp

Wyznaczy¢ rzeczywisty rozmiar testu.

(A) 0,11
(B) 0,08
(C) 0,15
D) 0,07
(E) 0,02
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Zadanie 9.

Obserwujemy  X,,X,,X;,X, niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie Pareto o ggstosci
4
fo ) =1 (1+x)"
0 gdy x<0

1Y,Y,,....Y; niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie Pareto o

gdy x>0

gestosci
_6
fo, ) =1(1+x)""
0 gdy x<0

gdzie 6, 1 6, sanieznanymi parametrami dodatnimi.

gdy x>0

Wszystkie zmienne losowe sg niezalezne. Testujemy hipotezg H, : % =2 przy
2

: 6
alternatywie H, : 49_1 <2 za pomoca testu o obszarze krytycznym

2
K= (?1<t
0,

gdzie él 1 92 sa estymatorami najwigkszej wiarogodnosci odpowiednio parametrow

6, 1 6, wyznaczonymi na podstawie prob losowych X, X,, X;, X, 1 Y,,Y,,...Y;.
Dobrac¢ stata t tak, aby otrzymac test o rozmiarze 0,05.

(A) t=0,1628
(B) t=1,5358
(C)  t=0,6511
(D)  t=16736

(E) t=0,3852
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Zadanie 10.

Niech X, X,,X,,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym

rozktadzie wyktadniczym o warto$ci oczekiwanej 1. Obliczy¢
E(min{X,, X,,..., X, }| X,)

(A) < (1-exp(-X, )+ X, expl-nX, )
(B) ﬁ(l—exp(—(nﬂ)xo)pxoexp(—(n+1)x0)
©  —(1-expl-nx,)- X, expl-nX,)

(D) —(1-exp(=nX,))

B —
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Egzamin dla Aktuariuszy z 14 maja 2007 r.

Prawdopodobienstwo i statystyka

Arkusz odpowiedzi
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypetnia Komisja Egzaminacyjna.
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