Matematyka ubezpieczen majatkowych 8.01.2007 r.

Zadanie 1.

Zaldzmy, ze miesigczne notowania pewnej zmiennej y (np. kwoty sktadki przypisanej

w pewnym ubezpieczeniu) spelniaja zalozenia nastgpujacego modelu trendu
liniowego z addytywnymi wahaniami sezonowymi:

; 12
J .
= ﬂ(t ¥ Ej * Zak Lmyy + 8,5 » gdzie:

k=1
t=12,...,T,T +1 oznaczaja kolejne lata kalendarzowe, za$:

j=12,...,12 to numery kolejnych miesi¢cy danego roku {1 =sty,2=lut,... 12 = gru}.

* O rozkfadzie warunkowym zmiennej y,, przy danej warto$ci parametrow

a,,0; zakladamy, ze:

aj)= ﬂ(t+éj+aj Cov(yt,j,yw.
¢ O rozktadzie parametrow 0{‘].,0'.]2. zaktadamy, ze:
E(aj)=a Var(aj)= a’ E(a?):s2

J

E(y tJ

a.)= 0'12. gdy t=t
’ 0 gdy t#r7

Zaltozmy dalej, ze znamy wartoéci parametréw a, f3,a’,s° oraz zaobserwowali$my
realizacje styczniowe zmiennej y za lata od 1 do 7, a naszym zadaniem jest predykcja
tej zmiennej za styczen roku (7+1). W tych warunkach najlepszy liniowy
nieobciazony predyktor jest postaci:

2 T
DARER SN v'-'vyT,1)= a+ ﬂ(T +1+ %\J +az-fT/T(%;yt’l - const]
Stala const wystepujaca w powyzszym wzorze wynosi:
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Zadanie 2.
W  uproszczonej wersji modelu Buhlmanna-Strauba obserwujemy realizacje
zmiennych losowych X, dla k=1,2,...,K kontraktow, w kazdym z K przypadkow
przez t =1,2,...,T okreséw czasu.
e O rozkladzie warunkowym zmiennej X,, przy ustalonej wartosci parametru
ryzyka u, zaktadamy, ze:
2

E(Xt,k|/uk )= My COV(XM Xl _,-)= {S gdy t=torazk=j

0 w p. p.
(a wiec zaktadamy identycznq dla wszystkich zmiennych wariancje warunkowq)
e O rozktadzie a priori parametru ryzyka zaktadamy, ze:

2 ady =k
B, )=p COV(uk,u_,-)={a0 gvyvp‘]p

T K
Przyjmijmy typowe oznaczenia: X, = %ZX . oraz X =%2X ‘-
t=1

Wiadomo, ze przy powyzszych zatozeniach zachodzi:

1 K T ( _ )2 5
Ei—— X, X =s°, oraz:
{K(T—I)Z‘Z; A }
B S -x)f e+t
K _1 k=1 k T '
Iloraz pierwszej z powyzszych statystyk przez druga ma warto$¢ oczekiwana postaci:

1 & & (X e )2
. K(T-I)Z‘; S S
| & (y )_()2 = ) = -const
th P a +7

Oczywiscie bez dodatkowych zatozen nie da si¢ wyznaczy¢ warto$ci statej const (nie
ma nawet pewnosci czy jest to liczba skonczona). Jesli jednak zatozymy ze liczba
kontraktow K nie jest nazbyt mata oraz ze wszystkie zmienne:

o u,,k=12,..K oraz:

* (Xt,k _ﬂk) s k = 172’---5K s t= 1,2,...,T

sa niezaleznymi zmiennymi o rozktadach normalnych, to wtedy stala const wyneosi:
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Zadanie 3.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela ze szkodami o wartosci
zawsze rownej 1, a wige proces:
U(t)=u+(1+0)At = N(1), gdzie:

e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

e >0, awigc narzut bezpieczenstwa na sktadke jest dodatni
Niech W(u) oznacza prawdopodobienstwo ruiny w nieskonczonym horyzoncie czasu,
traktowane jako funkcja kapitatu poczatkowego u, zas R wspodtczynnik dopasowania
(adjustment coefficient). Sposrod podanych ponizej stwierdzen o tej funkcji wybierz
stwierdzenie prawdziwe.

(A) VYuz20 Ywu)<

exp(—Ru
1+6 p )

B) Yux=0 ‘I’(u)ZLexp(—Ru)
1+6

(C) 3u, >0 takie, ze:

‘P(u)zm dla u e [O,uo], oraz ‘P(u)sw dla u>u,
1+6 1+6

(D) 3Fu, >0 takie, ze:

‘P(u)sm dla u G[O,uo], oraz ‘P(u)zm dla u >u,
1+6 1+6

(E) zadne z powyzszych zdan nie jest prawdziwe

Wskazowka: moze Ci pomoc rozwazenie zwiqzku rozktadu zmiennej L, (deficytu w
momencie ruiny o ile proces startuje z zerowej nadwyzki poczqtkowej) z rozkladem
deficytu w momencie ruiny w ogolnym przypadku, a wiec gdy proces startuje z
dowolnej nadwyzki poczqtkowej
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Zadanie 4.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela, a wigc proces:
U(t)=u+(1+0)Auyt =Sy, , gdzie:

e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

e S,=>7Y (lubzero,jesli n=0)
i=1
e Y.Y,.Y,... to niezalezne zmienne losowe o tym samym rozktadzie danym na

potosi dodatniej ggstoscia: f, () = o wartosci oczekiwanej u,

e
(V+y)a+1 ?
Wiemy, zZe parametry procesu wynoszg:

o a=3, 6’=é,0raz u=4u,

Prawdopodobienstwo, iz do ruiny dojdzie, i to dojdzie w pierwszym momencie, w
ktorym nadwyzka spadta ponizej poziomu wyjsciowego u, a wiec ze:
3T > 0 takie, ze:

e U(I<0oraz Vte(0,T) U®t)2u

wynosi:
O
®
©
® <
® -
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Zadanie 5.
O rozktadzie zmiennej X wiadomo, iz:
e Pr(X=0)=0.7
o Pr(X>0)=03
e E(X[X>0)=90
Zbior dopuszczalnych wartosci E[(X - 20)+] jest przedzialem:

(A)  [24;27)
B) [71:27)
©  [71524)
(D) [21;24)
(B) [21;27)
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Zadanie 6.
Warto$¢ oczekiwana szkoéd X jest funkcja parametru ® charakteryzujacego dane

ryzyko, 1 wynosi E(X |®)=®. Ubezpieczyciel nie wie, jaka warto$cia parametru
ryzyka charakteryzuja si¢ poszczegélne ryzyka. Wie jednak ze rozklad parametru
ryzyka w populacji ryzyk dany jest gestoscia:

o f,(0)=60(1-60), 8 (0,1) (irdwna zero poza tym przedzialem).
Podmioty narazone na to ryzyko (znajace ,,swoja” warto$¢ parametru ryzyka ©)
decyduja si¢ zawrze¢ umowe ubezpieczenia o ile sktadka P nie jest zbyt wysoka.

Oznaczmy przez U zmienng losowa ktora przyjmie warto$¢ 1 o ile podmiot zawrze
umowe, za$ 0 o ile nie zawrze. Niech:

P
e Pr(U=10)=1-— dy P<20
U =10) o &b
e Pr(U=10)=0 gdy P>20
Jesli ubezpieczyciel ustali wysoko§¢ sktadki na poziomie P=%, to warto$¢

oczekiwana zysku na przecigtnym podmiocie z tej populacji (spos$rdd tych podmiotow
ktore zawra ubezpieczenie), a wigc:
e P-EX[U=1)

wyniesie:
(A) O

(B) 1/32
(C) 124
(D) 1/16
(E) 1/12
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Zadanie 7.
Moment zaj$cia T losowo wybranej szkody sposrdd tych, ktére zaszty w ciagu
dziesigciu lat ma rozklad dany na odcinku czasu ¢ € (0,10) ggstoscia:

1
exp(t)
_ 10
© SO= T

Czas likwidacji szkody D jest zmienna losowa niezalezna od czasu jej zajscia 71 ma
rozktad dany na odcinku czasu x € (0, 10) gestoscia:

10—x
o fr(x)= 50

Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana szkoda pozostaje wciaz nie-zlikwidowana
na koniec dziesiatego roku, czyli:
e Pr(T+D>10),

Wynosi:
e—2
(A) -
e—+e
(B) o1
1
(©) 1
o) e
e—1
1
E) 2(e-1)
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Zadanie 8.
Przy danej warto$ci parametru ryzyka A liczba szkdéd w pierwszym roku
ubezpieczenia N, 1 liczba szkéd w drugim roku ubezpieczenia N, to niezalezne

zmienne o identycznym rozkladzie Poissona o wartosci oczekiwanej rownej A.
Warto$¢ parametru ryzyka A jest wynikiem losowania ubezpieczonego z populacji
ubezpieczonych, w ktorej rozktad parametru ryzyka A dany jest na pétosi dodatniej

gestoscia:
_p
Sa()= @)

e 7z parametrami o wartosciach ¢ =2, f=3.
Wariancja warunkowa liczby szkod w drugim roku pod warunkiem ze w pierwszym
roku doszto do jednej szkody Var(Nz‘N1 =1) wynosi:

A exp(=pA),

(A) 8/9
(B) 3/4
(C) 11/12
(D) 15/16
(E) 4/3
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Zadanie 9.
O rozktadzie liczby szk6éd N wiemy, ze:

Pr(N=O)=:g,

Pr(N = k)zlnkzPr(N =k-1), k=23,

Stosunek wariancji do wartosci oczekiwanej zmiennej N wynosi:

(A) In2

1
B) 1-—In2
(B) 5

(C) 1-=In2

(D) 2In2

(E) 1-In2
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Zadanie 10.
X, 1 X, to dwa niezalezne ryzyka o zbiorze mozliwych wartosci {0,1,2,...}. Znamy

warto$ci dystrybuanty F;(x) = Pr(X, <x) oraz Fy(x)=Pr(X, + X, <x):

x F(x) Fy(x)
0 0.6 0.18
I 08 0.48
2 0.9 0.65
3 1 0.86

Pr(X, =2) wynosi:
(A) 0
(B) 0.1
(C€) 02
(D) 0.3

(E) 0.4

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 8 stycznia 2007 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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