Matematyka ubezpieczen majatkowych 9.10.2006 r.

Zadanie 1.
Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym postaci:
e U =u+c-n-S5,, n=0L2,.., S =W +W,+.+W,

gdzie zmienne W,,W,,W,,... sa niezalezne 1 maja ten sam rozklad wyktadniczy z

wartoscia oczekiwana rowna jeden.
Niech dla kazdej liczby naturalnej n:

o ¥, (u)=Pr(U, <OVU,<0VU, <0v..vU, <0U, =u)

oznacza funkcje (zmiennej rzeczywistej u) prawdopodobienstwa ruiny w ciagu n
pierwszych okresow czasu. Jasne jest, ze:

o ¥ (u)=exp(-(u+0)).
Stosujac odpowiedni wzoér rekurencyjny wyznaczono nastgpne 2 wyrazy ciagu
funkcji, ktére dla u > 0 okazaly si¢ mie¢ postac:

o Y, (u) = exp(— (u+ c))+ (u+c) exp(— (u+ 20))

o Y, (u) = exp(— (u+ c)) +(u+c) exp(— (u+ 2c))+ W exp(— (u+ 30))

Znajdz postaé funkcji P, (u).
Przy zalozeniu, ze ¢ =1, jej warto$¢ w punkcie u =1 wynosi:

(A) ¥, (1)=exp(-2)+2exp(-3) +4exp(—4) + 235 exp(—5)
B) W)= exp(-2)+ 2exp(-3) + dexp(—4) + exp(-5)

(©)  W,(1)=exp(-2)+2exp(-3) +4exp(—4) + 234 exp(=5)
D) W,(1)=exp(-2)+ 2exp(-3) + dexp(-4)+ 7 exp(-5)

(BE)  W,(1)=exp(-2) + 2 exp(-3) + 4 exp(—4) + 136 exp(—=5)
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Zadanie 2.
Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym postaci:
e U =u+c-n-S5,, n=0L2,., S =W +W,+.+W,

gdzie zmienne W,,W,,W,,... sa niezalezne 1 majq ten sam rozklad wyktadniczy z

wartoscia oczekiwana réwna jeden.
Jesli parametry procesu wynosza:
e c=2In2
e u=6In2
to prawdopodobienstwo ruiny w nieskonczonym horyzoncie czasu wynosi:

1
(A) 3
82
1
(©) 16
O
162
1
(E) 2
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Zadanie 3.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki z zerowa nadwyzka poczatkowa
U(t) =ct =Sy, gdzie:

e ¢t jest suma sktadek zgromadzonych do momentu ¢,

e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

o S = Z Y. jest suma warto$ci n pierwszych szkod
i=1

e wartosci szkod 1,,7,,7Y;,... sa1.1.d, niezalezne od procesu N(t)
O rozktadzie wartosci pojedynczej szkody wiemy tylko tyle, ze:

o Pr(Ye0l])=1

e E(1)=1/5
Wobec tego warto$¢ oczekiwana deficytu w momencie ruiny (pod warunkiem ze do
ruiny dojdzie) moze przyjmowac rozne warto$ci. Przedzial, ktory zawiera wszystkie
te wartos$ci (i nic ponadto) jest postaci:

(A) 110 ;
®) 115 ;
(©) ; ﬂ
(D) 115 ﬂ
) 110 ﬂ
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Zadanie 4.
Niech dla kierowcy posiadajacego roczne ubezpieczenie OC oraz AC:
e N oznacza liczbg wypadkéw skutkujacych w szkodach z obu ubezpieczen,
e N, oznacza liczbg¢ wypadkow skutkujacych w szkodach tylko z OC,
e N, oznacza liczbg wypadkow skutkujacych w szkodach tylko z AC.
Przy danej warto$ci parametrow ryzyka (A,®) charakteryzujacych kierowcg zmienne

te sa warunkowo niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach Poissona z
warto$ciami oczekiwanymi rownymi odpowiednio:

e E(NAG®)=A
. E(NOA,G)):iA
e E(N, A,@):;A+®

Rozktad parametréw ryzyka (A,®) w populacji kierowcodw posiadajacych roczne
ubezpieczenie OC oraz AC charakteryzuje si¢ tym, ze:
e (A,0) saniezalezne

1 1
e EA)=_—, Var(A)=——
) 20 *) 500
1 1
e EO®)=—, Var(®)=-——
©) 40 ©) 1000
Kowariancja liczby wypadkow z OC z liczba wypadkow z AC:

Cov(N+N,,N+N,)

WYynosi:

&
® O
© o
o 2
® o



Matematyka ubezpieczen majatkowych 9.10.2006 r.

Zadanie 5.
Proces pojawiania si¢ szkod w czasie N (t) jest procesem o przyrostach niezaleznych,

o rozktadzie ujemnym dwumianowym danym dla kazdego nieujemnego ¢ oraz
dodatniego s wzorem:

Pr(N(t + 5)— N(1) = ) = L5+ K.

— l—g)”*-g*, k=01,..
k!-F(r-s)( q) 1

. 1
gdzie r =5 oraz g = 5 to parametry procesu.

Oblicz granicg prawdopodobienstw warunkowych:

{E{}PY(N(f +5)=N()=1N(t+s)-N()>0)

A) 1
®
©) 12
©) 2 111 2
® Sz

Uwaga: Intuicyjnie - pytanie dotyczy prawdopodobienstwa, iz w momencie, w ktorym dojdzie
do przyrostu procesu, wystqpi rownoczesnie wiecej niz jedna szkoda
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Zadanie 6.
Ryzyko X wyceniamy zgodnie z formuta:
I,(X) =y +E[(X - ). ],

gdzie y = F;'(1-¢) jest kwantylem rzedu (1— &) rozktadu zmiennej X.

Przyjmijmy dla uproszczenia, ze zmienna X ma rozklad normalny o zerowej wartosci
oczekiwanej 1 jednostkowej wariancji. Dla ¢ = 0.05 przeprowadziliSmy obliczenia, 1
w wyniku otrzymali$my:

IT, o5 (X) =1.6659

Wobec tego I1,,,.(X) z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A)  1.5690
(B) 1.5715
(C)  1.5740
(D)  1.5765
(E)  1.5790

Wskazowka: aproksymacja liniowa z wykorzystaniem pierwszej pochodnej obarczona
jest bledem na tyle matym, Ze pozwoli na wskazanie prawidtowej odpowiedzi
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Zadanie 7.

Zmienna losowa:

X=Y+..+Y,

ma ztozony rozktad Poissona o warto$ci oczekiwanej A =1. W tabeli ponizej podano
rozktad prawdopodobienstwa sktadnika Y. W tejze tabeli podano takze obliczone dla
k =0,1,...,4 prawdopodobienstwa Pr(X = k).

kK |Pr(Y=k) |Pr(X =k)
0 0 0.36788
1 0.2 0.07358
2 0.4 0.15451
3 0.1 0.06671
4 0.1 0.07654
5 0.2

Wobec tego Pr(X = 5) z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A)  0.0925
(B)  0.0950
(C)  0.0975
(D)  0.1000
(E)  0.1025
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Zadanie 8.

W pewnym ubezpieczeniu mamy do czynienia z ciaglym, liniowym wzrostem liczby
ryzyk w portfelu, co wyraza zalozenie, iz zmienna 7, € (0,1) wyrazajaca moment
zaj$cia losowo wybranej szkody z tego portfela w ciagu roku (o ile oczywiscie do
szkody dojdzie) ma rozklad dany ggstoscia:

8 4
[ ] ’fl(t)_ﬁ_'_ﬁt

Niech 7, oznacza odstgp w czasie od momentu zaj$cia szkody do jej likwidacji.

Zmienna ta ma rozklad wyktadniczy z warto$cia oczekiwana rowna dwa (lata).

Zaktadamy Ze zmienne losowe 7, oraz 7, sa niezalezne. Prawdopodobienstwo, iz

szkoda, do ktorej doszto w ciagu roku, pozostanie nie-zlikwidowana na koniec tego
roku, z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A) 0.7
(B)  0.76
©) 0.78
(D)  0.80
(E)  0.82
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Zadanie 9.
Laczna warto$¢ szkod z polisy wynosi:
X=Y +..+Y,, (zero, jesli N=0).
Przy danej wartosci parametru ryzyka A zmienna X ma rozklad ztozony Poissona:

e 7z oczekiwang liczba szkoéd réwna E (N |A)= A

e irozktadem pojedynczej szkody gamma o ggstosci fY‘ A (y) =Ay eXp(— JA y) .
Zrbdznicowanie parametru ryzyka A w populacji ubezpieczonych opisuje rozktad
Gamma o parametrach (2, 10), tzn. o ggstosci na potosi dodatniej danej wzorem:
f(A)=10% 2.,
Warto$¢ oczekiwana (bezwarunkowa) zmiennej X wynosi:

3x

(A) 210
®
10
©) 5
D) 1oz
10
(E) 3

Wskazowka: F(;j = «/;
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Zadanie 10. (poprawione po egzaminie)
Oznaczmy przez X, taczna wartos¢ szkod zaistniatych w roku 7, przez X, , tg jej

cze$¢, ktora dotyczy szkod zlikwidowanych przed koncem roku ¢, za$ przez X,

cze$¢ pozostata. Warunkowe momenty tych zmiennych (przy danej wartosci
parametru ryzyka u, ) spetniaja zalozenia:

* E(Xt,0|/ut)=/“ltp
o E(X,|u)=p(-p)
o Var(X,,O |,u, ) = u, pb’
o Var(X,,1 |,u, ) = U, (1 - p)b2
o Cov(Xt,O,X,JLu,):O,
za$ rozklad parametru ryzyka u, speinia zatozenia:

« E(u)=p
o Var(,ut): a

2

Najlepszy nieobcigzony lintowy predyktor zmiennej p, oparty na informacji o
zmiennej X, , oraz znanych warto$ciach parametrow ( b2, az) jest postaci:
o BLUP(u|X,,)=cX,,+d

Wspolezynnik ¢ wystepujacy w powyzszym wzorze jest postaci:

t

2

B e
® o
© C:,ubz(ipa2
(D) c:sz;az

E) = P

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 9 pazdziernika 2006 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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