Matematyka ubezpieczen majatkowych 5.06.2006 r.

Zadanie 1.
W pewnej populacji kierowcdéw kazdego jej cztonka charakteryzuja trzy zmienne:

e K —liczba przejezdzanych kilometréw (w tysigcach rocznie)

e NP —liczba szkdd w ciagu roku, w ktorych kierowca jest strona

poszkodowana

o NS -—liczba szkdd w ciagu roku, w ktérych kierowca jest sprawca
Pojedyncza szkodg¢ zdefiniowano w taki sposob, ze kazdej szkodzie odpowiada
doktadnie jeden sprawca i jeden poszkodowany, zZe sa to zawsze dwie rozne osoby,
przy tym obie naleza do rozwazanej populacji.

e Zmienna K ma w populacji kierowcow rozktad Gamma o ggstosci danej na

potosi dodatniej wzorem f, (x)= F’f )x”’_1 exp(— /)
a

Przyjmujemy prosty model, w ktérym doswiadczenie kierowcy zmniejsza ryzyko (w

przeliczeniu na tysiac przejechanych kilometrow):

. %E(NS|K)= ag exp(~bK),

. %E(NP|K)= a, exp(—b,K),
gdzie wszystkie parametry a,b,,a,,b, maja wartosci dodatnie, przy czym bg > b,,

poniewaz do$wiadczenie kierowcy redukuje przede wszystkim szans¢ spowodowania
szkody, a w mniejszym stopniu redukuje ryzyko ,,zostania poszkodowanym”.

Jasne jest, ze w tym modelu kierowcy jezdzacy mato beda czesciej sprawcami niz
poszkodowanymi, za$ kierowcy jezdzacy duzo bgda czesciej poszkodowanymi niz
sprawcami. Niech K~ oznacza taka liczbe tysiecy kilometrow przejezdzanych rocznie
przez kierowcg, dla ktérej warunkowe (przy danym K) oczekiwane liczby szkdd obu
rodzajow sa rowne.
Przy zatozeniach, ze:

e a=2, p=1/5,b,=1/20, b,=1/40

liczba K~ z dobrym przyblizeniem wyniesie:

(A) 134
(B) 126
© 118
(D) 109

(E) 10.0
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Zadanie 2.
O zmiennej losowej X wiemy, ze:
o Pr(X>0)=1
o E(X)=25
o F.(0)=0.7
e F,(10)=09
o E(xlxe(0,10)=75

Przy tych zatozeniach najmniejsza mozliwa warto$¢ E{(X - 6)+} Wynosi:

(A) 229
(B) 23.0
©) 23.1
(D) 232

(E) 233
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Zadanie 3.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =u+ct =Sy, gdzie:

u jest nadwyzka poczatkowa,
ct jest suma sktadek zgromadzonych do momentu ¢,
N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

S = ZX . Jjest suma wyplat z tytutu n pierwszych wypadkow
i=1
wyplata X, jest rowna tacznej kwocie szkod z jednego wypadku:
X, =YD)+..+Y,(M,)
kwoty szkod Y (1),Y,(2),Y,(3)....,Y,(1),Y,(2),Y,(3).,....Y;(1),Y;(2),Y;(3),... oraz
liczby szkod przypadajacych na poszczegélne wypadki M, ,M,,M,,... sa

niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Jesli przyjmiemy nastepujace zalozenia:

zmienne Y,(1),Y,(2),Y,(3)....,Y,(1),Y,(2),Y,(3).....,Y;(1),Y;(2),Y;(3),... maja ten
sam rozklad wykladniczy o warto$ci oczekiwanej jeden
zmienne M,,M,,M,,... maja ten sam rozklad przesunig¢ty geometryczny:

k
Pr(M, = k)= G) dla k=1.2,..

e parametr sktadki wynosi c=A1- E(X | ) 120%

wtedy wspotczynnik dopasowania (adjustment coefficient) R wyniesie:

(A)
(B)
©
(D)
(E)

1/6

1/18

1/9

1/10

1/12
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Zadanie 4.
Niech w zlozonym procesie Poissona (T Y ) oznaczaja moment zajscia 1 wartos¢ n-tej

szkody, za§ AT, =T, oraz AT, =T, —T, , czasy oczekiwania. Oczywiscie:
o AT,Y,AT,.Y,,AT,,Y;,... saniezalezne,
e AT,AT,,AT,,... maja ten sam rozktad wyktadniczy o wartoéci oczekiwanej A~
e Y.,Y,,Y,,. maja ten sam rozklad o skofnczonej wartosci oczekiwanej u, i
wariancji o, .
Niech S = Z‘o: Y, exp(— oT, n) oznacza zdyskontowang warto$¢ szkod (wszystkich).

n=1

Wariancja zmiennej S wyraza si¢ wzorem:

@ Var(s)="{of + )
®  Var(s)= (o +45)
©  Vals)=L- (a0 + )
®)  Var(s)=7-oi

(E)  Var(§)= gaIﬁ

Wskazowka: Jesli przez S, oznaczysz warto$é szkod zdyskontowanq na moment tuz

0

po zajsciu pierwszej szkody: S, = z Y, eXp(— o(T, -1, ), to zmienna ta ma oczywiscie
n=2

doktadnie ten sam rozktad co zmienna S, a zwiqzane sq te zmienne rownaniem:

S =exp(= T XY, +S,),
gdzie trzy zmienne wystepujqce po prawej stronie sq niezalezne. Wykorzystujqc ten

fakt tatwo otrzymasz wynik E(S ) = g Uy . Pozostato wyznaczy¢ wariancje.
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Zadanie 5.

Proces nadwyzki ubezpieczyciela jest ztozonym procesem Poissona z zerowa
nadwyzka poczatkowa, z dodatnia warto$cia oczekiwang przyrostow procesu, oraz z
rozktadem warto$ci pojedynczej szkody danym gestoscia:

f(x):{2(l—x) 0<x<l1

0 poza tym
Warunkowa warto$¢ oczekiwana deficytu w momencie ruiny (pod warunkiem ze do
ruiny dojdzie) wynosi:

A 1/12
(B) 2/12
©) 312
(D) 412
(E) 5/12
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Zadanie 6.
N,Y,,Y,.Y,,... to niezalezne zmienne losowe, N ma rozktad Poissona z wartoscia

oczekiwana rowna 10, za$ Y,,Y,,Y;,.. maja identyczny rozklad Pareto o
dystrybuancie okreslonej na potosi dodatniej wzorem:

2

1
[ ] F =1— _—
011

Niech M = max{Yl,Yz,...,YN}, przy czym jesli N =0, to przyjmujemy M =0.
Niech m,,; oznacza taka liczbe, ze Pr(M < m0'95)= 0.95

Liczba m,,, wynosi (z przyblizeniem do jednej dziesiatej):

(A) 140
(B) 13.0
€ 119
(D) 10.8
(E) 9.7
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Zadanie 7.
Liczby szkod N,,...N,,

0 = ¢, niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie dwumianowym
o parametrach (l,q). Niech N =N, +...+ N, . Parametr ryzyka Q jest zmienng losowa

w kolejnych latach sa, dla ustalonej wartosci parametru

t+1

o rozktadzie beta o gestosci:
r _ _
fQ(Q):F((;Z);é))'qa1'(1_q)ﬂ15 QE(O,I), a,ﬂ>0.

Wobec tego VAR(NH1 / Nl,...,Nt) wyraza si¢ wzorem:

(x+N)(B+t—N)

&) (a+p+1)°
(B) (a+N)(f+t—N)
(a+ B+t (a+B+t+1)
©) (a+N)(f+t—N)
(a+p+t)a+ p+t+])
(D) (a+N)(f+t—N)
(a+p+t)a+pf+t+)(a+f+t+2)
(E) (a+N)(B+t—N)

(a+ B+ (a+B+t+2)
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Zadanie 8.
W pewnym portfelu ryzyk taczna warto$¢ szkod:
W=Y+Y,+..+Y,

ma zlozony rozklad Poissona o parametrze czg¢stotliwosci 4 =200 oraz rozktadzie
wartosci pojedynczej szkody Y wyktadniczym z warto$cia oczekiwang FE (Y ) =10.
Niech:
Yy .= min{Yi, M}; i=12,...,N, oraz niech:
Wy=Yy,++Y
gdzie W,, oznacza tg czgS$¢ facznej wartosci szkod W, ktora pozostaje na udziale
ubezpieczyciela (po scedowaniu nadwyzki kazdej szkody z tego portfela ponad M na
reasekuratora). Aktualnie parametrem kontraktu reasekuracyjnego jest warto$¢
zachowku M =42 . Rozwazamy jednak mozliwo$¢ zmiany tego parametru, oraz
wplyw takiej zmiany na charakterystyki zmiennej losowej W), .
Pochodna wariancji zmiennej W, :
oVar(,,)

oM  |u-2
wynosi (w przyblizeniu do jednej dziesiatej):

(A) 240
(B) 246
C) 252
(D) 234
(E) 228
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Zadanie 9.
Niech:

e Y- oznacza warto$¢ szkody.

e D —oznacza czas, jaki uptywa od momentu zaj$cia szkody do momentu jej
likwidacji, ktory otrzymujemy w wyniku do$wiadczenia polegajacego na
losowaniu z populacji szkod z réwnym prawdopodobienstwem wyboru kazdej
szkody

e Zdefiniuymy nowa zmienna DW, ktora bgdziemy interpretowac jako czas
likwidacji szkody uzyskany w wyniku losowania szkody z populacji szkod z
prawdopodobienstwem wyboru proporcjonalnym do wartosci szkody.

Jesli wigc zatozymy ciagly rozktad taczny zmiennych Y oraz D, to gesto$¢ brzegowa
zmiennej DW mozemy wyrazi¢ wzorem:
E(Y|D = x)

o fow(X)=Sp(x) E(Y) .

Zatdézmy, ze zmienna D ma w populacji szkdd rozktad Gamma o ggstosci danej na
polosi dodatniej wzorem

1a)= o expi ).
oraz ze oczekiwana warto$¢ szkody pod warunkiem czasu likwidacji dana jest
wzorem:
E(Y|D)= sy +u,D .
Jesli parametry zadania wynosza:
My =1, u =12, a=3/2, p=5/2

to warto$¢ oczekiwana zmiennej DWW wyniesie:

(A 9/13
(B) 3/5
C) 3/4
(D)  8/13
(E) 9/14
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Zadanie 10.
W pewnym ubezpieczeniu liczba szkoéd, ktore w ciagu ¢ lat wygeneruje ubezpieczony
charakteryzujacy si¢ wartoscia A parametru ryzyka A ma rozklad warunkowy
Poissona z wartoscig oczekiwang Ar .
Zakladamy, ze rozklad warto$ci parametru ryzyka A w populacji ubezpieczonych
dany jest na potosi dodatniej ggstoscia:
BT

B)= g gy A exp -2,
z parametrami o =2, f=4.
Pewnego ubezpieczonego ubezpieczyliSmy w tym roku po raz pierwszy.
Prawdopodobienstwo, ze ubezpieczony ten nie zgtosi zadnych szkdd w drugim
polroczu, pod warunkiem ze nie zgtosit szkod w pierwszym potroczu, w przyblizeniu
WYNosi:

(A)  0.800
(B)  0.810
(€)  0.819
(D)  0.826
(E)  0.833

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 5 czerwca 2006 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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