Prawdopodobienstwo i statystyka 5.12.2005 r.

Zadanie 1.

W  konkursie ztozonym z trzech etapdéw startuje niezaleznie n uczestnikow.
Prawdopodobienstwo, ze uczestnik odpadnie po pierwszym etapie jest réwne 6.
Prawdopodobienstwo, ze uczestnik, ktory przeszedt etap pierwszy, odpadnie w etapie
drugim tez jest rowne 6. Niech K oznacza liczbg uczestnikow, ktorzy odpadli w
pierwszym etapie, za§ M liczbg uczestnikoéw, ktorzy odpadli w etapie drugim. Jezeli

0 :% , to prawdopodobienstwo P(K + M =k) dla k {O,l,...,n} jest rowne
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Zadanie 2.
Niech T oznacza liczb¢ pelnych okresow przezytych przez pacjenta po pewnej
operacji. Zatozmy, ze T jest zmienng losowa o rozktadzie geometrycznym
P,(T=t)=0(1-6)", t=01.2,...,
przy czym € €(0,1) jest nieznanym parametrem. Obserwujemy losowa grupg 100
niezaleznych pacjentow, przy czym
e dla tych pacjentow, dla ktorych T <5, znamy T doktadnie,
e jezeli pacjent zyje co najmniej sze$¢ okresow, to jego czas zycia jest nieznany,
zatem dla kazdego z pozostatych pacjentow wiemy tylko,ze T > 6.
Estymujemy 6@ na podstawie tych obserwacji. Wyznacz warto$¢ estymatora
najwigkszej wiarogodno$ci parametru € wiedzac, ze:
e suma okresOw zycia pacjentdw, ktdrzy przezyli co najwyzej 5 peilnych
okresow jest rowna 120;
e liczba tych pacjentow jest rowna 40.
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Zadanie 3.
Niech X,,X,,...,X,; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu

normalnego N(m,,c’), a Y,,Y,,...,Y,s niezaleznymi zmiennymi losowymi z

rozktadu normalnego N(m,,o’). Wszystkie zmienne sa niezalezne, a parametry

m,,m,, o sa nieznane. Testujemy hipotez¢ H: m =m, przy
K': m, #m,. Hipotezg H odrzucamy, gdy spelniona jest nierownos¢
[ X =Y |
S
gdzie X—iix \T—iiv is’ —ii(x -Y,)
15 v 15 15"

i=1

>C,

Wyznacz ¢ tak, aby rozmiar testu byt rowny 0,05.

A)  0,9063
(B)  0,5538
(C)  0,5504
(D)  0,4973
(E) 0,5474

alternatywie
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Zadanie 4.

Skutecznos¢ strzelca mierzymy prawdopodobienstwem trafienia w cel pojedynczym
strzatem (w pewnych odpowiednio wystandaryzowanych warunkach). W pewnej
populacji strzelcow (zatozmy dla uproszczenia, iz jest to populacja nieskonczona)
rozktad skuteczno$ci jest jednostajny na przedziale (0,1).

Wybieramy przypadkowego strzelca, ktory oddaje 12 strzatow. Zakltadamy, ze
prawdopodobienstwo trafienia w kolejnej prébie nie zalezy od wyniku préb
poprzednich. Okazuje sig, ze wybrany strzelec trafit 7 razy. Prosimy go o oddanie
trzynastego strzatu. Prawdopodobienstwo, iz tym razem trafi jest rowne
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Zadanie 5.
Niech X,,X,,X;,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie

normalnym N(u,o’) , gdzie geR, o >0 sa nieznanymi parametrami. Niech

9 9
X = éz X, , s = %Z“(Xi — X)?. Wyznacz estymator nieobciazony o minimalnej
i=1

i=1

wariancji parametru v = 2
o
X
A —
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(B) —
'35 s
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'35 s
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(D) —
2I°(7,5) s
6 X
(E) —
'35 s
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Zadanie 6.

Rzucamy trzema sze$ciennymi kostkami do gry. Nastgpnie rzucamy ponownie tymi
kostkami, na ktérych nie wypadly ,jedynki”. W trzeciej rundzie rzucamy tymi
kostkami, na ktorych do tej pory nie wypadty ,,jedynki”.

Oblicz prawdopodobienstwo, ze po trzech rundach na wszystkich kostkach beda
,jedynki” (wybierz najblizsza wartos¢).

(A) 0,021
(B) 0,050
(C) 0,026
(D) 0,017
(E) 0,075
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Zadanie 7.
Niech X, X,,..., X, bgda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie zadanym
gestoscia

(0 {3x2 gdy X €[0,1]

0 gdyxe[0,1]
Wyznacz E(X,+ X, +...+ X, |max(X,, X,,..., X, )=1), gdzie t jest ustalong
liczba z przedziatu [0,1].
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Zadanie 8.
Zmienne losowe X,,X,,..., X, maja jednakowa warto$¢ oczekiwana s, jednakowa

wariancje o i wspdtczynnik korelacji Corr(X,, X;)=p dlai# j.Zmienne losowe
Z,,2,,...,Z,
X Xypeorn X

sa nawzajem niezalezne oraz niezalezne od zmiennych losowych
1 maja rozklady postaci P(Z,=-1)=p=1-P(Z, =1). Oblicz

n

n
wariancjg¢ zmiennej losowej ZZi X .
i=1

(A)  no’ +4nu’p(l-p)
(B) no*(d+(n-Dpd-p)*)+nu’(1-2p)°
(©)  no*(l+(n-Dp(1-2p)*)+nu’(1-2p)’

(D)  no’(1+(n-1)p(1-2p)*)+4nu’p(1- p)

(E) naz(l+”T‘1p<1—2p>2j+4nu2p<l—p)
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Zadanie 9.
Niech XXy X

wyktadniczego o gestosci

G dy x>0
f,00 = =
0  wprzeciwnym przypadku,

, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu

gdzie € > 0 jest nieznanym parametrem. Dla parametru 6 zaktadamy rozktad a priori

0 gestosci
96e™ gdy 0>0
0 w przeciwnym przypadku.

7a9)={

Estymujemy parametr @ przy funkcji straty postaci
L(f,a)=e"* —(F-a)-1.
Wyznacz estymator bayesowski a parametru €, jezeli zaobserwowano probke

n
X= (X Xy X)) 1 T = DX
i=1

(A) (n+2ﬂn§i¥
o
©) (n+2nn§11
® 5
(E) (n+2ﬂnii1

Wskazowka: Warto$¢ estymatora bayesowskiego a, gdy obserwowana zmienna
losowa przyjmuje warto$¢ X, minimalizuje ryzyko a posteriori E_(L(6,a)|X), czyli

warto$¢ oczekiwana funkcji L(6,a) wyznaczona, gdy € ma rozklad a posteriori.
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Zadanie 10.
Zatozmy, ze dysponujemy pojedyncza obserwacja X z rozktadu P e {PO, Pl} , gdzie

P, jest rozkladem normalnym N(0,1) 1 P, jest rozktadem Laplace’a o ggstosci

— 1 =]
f(x)= 5 e ™.
Rozwazmy zadanie testowania hipotezy
H,:P=PF,
przeciw alternatywie
H :P=P.

Podaj rozmiar testu najmocniejszego, jesli wiadomo, ze obszar krytyczny testu jest
suma przedziatow roztacznych, z ktoérych jeden jest rowny (—o0,—1,9).

(A)  a=0,029

(B)  a=0,057

(C)  «a=0,37
(D)  a=0010
(E)  a=0,050
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Egzamin dla Aktuariuszy z 5 grudnia 2005 r.

Prawdopodobienstwo i statystyka

Arkusz odpowiedzi

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
1 D
2 A
3 D
4 E
5 B
6 E
7 C
8 D
9 A

10 C

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypetnia Komisja Egzaminacyjna.
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