Prawdopodobienstwo i statystyka 11.10.2004 r.

Zadanie 1. Obserwujemy dziatanie pewnego urzadzenia w kolejnych chwilach
t=0L2,..... Dziatanie tego urzadzenia zalezy od pracy dwoch podzespotéw A i B.

Kazdy z nich moze ulec awarii w jednostce czasu z prawdopodobienstwem 0,1
niezaleznie od drugiego. Jezeli jeden z podzespotow ulega awarii, to urzadzenie nie
jest naprawiane i dziata dalej wykorzystujac drugi podzespoét. Jezeli oba podzespoty
sa niesprawne w chwili 7, to nastepuje ich naprawa 1 w chwili #+1 oba sa sprawne.
Prawdopodobienstwo, ze podzespot B jest sprawny w chwili t dazy, przy ¢ dazacym
do nieskonczonosci, do nastepujacej liczby (z doktadnoscia do 0,001):

(A) 0,635
(B) 0,655
(C) 0,345
(D) 0474

(E)  0,602.
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Zadanie 2. Niech X ,X,,...,X ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie wyktadniczym o ggstosci
f) = { gdy x>0
0 gdy x<0,
gdzie a > 0 jest ustalonym parametrem.
Niech N bedzie zmienng losowa, niezalezng od X,,X,,...,X ..., o rozkladzie

ox

oe

r>01 p € (0;1) sa ustalonymi parametrami. Niech

P min(X,,X,,...,X,) gdy N>0
N 0 gdy N =0.

Oblicz E(NZ,,) i Var(NZ,,).

(A) E(NZN):é i Var(NZN):a—lz
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Zadanie 3. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienna losowa o funkcji ggstosci

=1
X,y)=

4 0  w przeciwnym przypadku.
Niech Z = X +2Y . Wtedy taczny rozktad zmiennych Z, X jest taki, ze

gdy x>0 1 ye(0;)

(A)  zmienne Z i X sa niezalezne;
(B)  jego funkcja gestosci na zbiorze {(z,x): 0 < x < z < 2} wyraza si¢ wzorem

1,
z,X)=—e " ;
g(z,x) 1

©)  E(Z[|X=2)=4;
(D)  jego funkcja gestosci na zbiorze {(z,x): 0 < x <z <2+ Xx} wyraza si¢ wzorem

.
zZ,x)=—e
g(z,x) 5

(E)  jego funkcja gestosci na zbiorze {(z,x): 0 < x <z <1+ x} wyraza si¢ wzorem

g(z,x)=e".
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Zadanie 4. Dysponujemy N +1 (N>1) identycznymi urnami. Kazda z nich zawiera
N kul biatych i czarnych. Liczba kul bialych w i —tej urnie jest rowna i —1, gdzie
i=12,...,N+1.

Losujemy urng, a nastgpnie ciagniemy z niej jedna kulg 1 okazuje sig, ze otrzymana
kula jest biala. Oblicz prawdopodobienstwo, ze ciagnac druga kulg z tej samej urny
(bez zwracania pierwszej) rowniez otrzymamy kulg biata.

(A) ng—fl)
(B) Z(N—N+1)
o
® 2
CEEES

(N =1)N(N +1)

Wskazéwka: 1-2+2-3+3-4+...+(N-1)N = 3
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Zadanie 5. Niech X, X,,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu
Weibulla o ggstosci

2 x’
f,=17 xexp(— 7) gdy x>0
0 gdy x<0,

gdzie 6>0 jest nieznanym parametrem. Rozwazamy nieobcigzony estymator

2

parametru & postaci T, =aY, gdzie ¥ =min(X;,X;,...,X.) i a jest odpowiednio

dobranag stata (by¢ moze zalezna od liczebnosci proby n).
Badajac zgodnos$¢ estymatora 7, otrzymujemy

(A) VO>0 Ve>0 lmP,{|T, -0>&}=0;

(B) VO>0 VO<e<8 limP,{|T, -6 > g}:1_exp(_l)(exp(gj_exp(_gjj;

€  VO>0 Ye>0 1imPg{|T,,—9|>‘9}:1_exp(_l)(eXp(g)_eXp(_gﬁ;

(D) VO>0 Y0<e<0 limPH{]Tn—H|>g}:exp(—1—gj;

(E) VO0>0 Ve>0 LmP,{|T,-0>& =1.
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Zadanie 6. Kazda ze zmiennych losowych X, X,,..., X, ma rozktad normalny

N(u,0?) znieznana wartoscia oczekiwana i znang wariancja o . Zatozono, ze
zmienne sa niezalezne i wyznaczono (przy tych zalozeniach) test jednostajnie
najmocniejszy dla testowania hipotezy H : u = p, przy alternatywie H, : u > y, na
poziomie istotno$ci 0,05.

W rzeczywisto$ci zmienne losowe X, X,,..., X,,, maja faczny rozktad normalny, ale

sa skorelowane 1 wspofczynnik korelacji Corr(X,, X ;) =% dla wszystkich i# j.

Oblicz faktyczny btad pierwszego rodzaju testu z doktadnoscia do 0,01.

(A) 0,75
(B) 025
€ 031
(D) 0,69
(E) 048
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Zadanie 7. Niech X, X,,X,, X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy
czym zmienna losowa X, ma rozklad normalny o warto$ci oczekiwanej m 1 wariancji

im*, i=1,2,3,4, gdzie m # 0 jest nieznanym parametrem. Rozwazamy estymatory
parametru m postaci

m=a,X,+a,X,+a,X,+a,X,.
Znalez¢ wspétczynniki a,,i=12,3,4, dla ktérych estymator ma najmniejszy blad

$redniokwadratowy , czyli wspotczynniki minimalizujace funkcje E, (i1 — m)®

(A) alzazzaﬁaﬁi
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Zadanie 8. Niech X, X,,..., X ,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie wyktadniczym o warto$ci oczekiwanej 0,5 i niech N bgdzie zmienna
losowa niezalezna od X,,X,,..., X, ,..., o rozkladzie Poissona z wartoscia

oczekiwang réwna 3.
Niech

¥ 0 gdy X, <d
X, —d gdy X, >d,
gdzie d jest ustalona liczba dodatnia. Wyznaczy¢ funkcje tworzaca momenty
N
zmiennej Z =YY, w punkcic 1, a wiec E(e”).

i=1

(A) es(ze’z” -1)
B)
© ¢

(D) (A+e?)

(E) 8.
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Zadanie 9. Zmienne losowe X, X,,..., X, saniezalezne i maja jednakowa wariancjg
o’. Niech U=3X,+X,+..+X, i V=X, +X,+..+X
wspolezynnik korelacji migdzy U i V.

+2X,. Wyznaczy¢

n—1

1
) n+8
n+3
®) n+8
©) n+3
N(r+2)(n+1)
n+3
D) n+8
n+3
E) (n+2)(n+1)
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Zadanie 10. Niech X, X,, X;, X, bedzie proba z rozktadu jednostajnego o ggstosci

1
fi=1g BV X0

0 w przeciwnym przypadku.

Zakladamy, Ze nieznany parametr € jest zmienna losowa o rozkladzie z funkcja
gestosci dang wzorem

4 4 29
7(6) = 506 gdy >0
0 gdy 6 <0.
Hipotez¢ H,:0<3 przy alternatywie H,:0 >3 odrzucamy dla tych wartosci
(x,,x,,x;,x,), dla ktorych prawdopodobiefistwo a posteriori zbioru {6’ :0>3 } jest

. R S
wigksze niz 5 Niech x,, =max(x,,x,,x;,x,).

Obszar krytyczny jest zbiorem postaci

(A) K:{(x1’x2’x3’x4): x4;4>3}

(B) Kz{(xl,xz,x3,x4): X, > 34 0,95}

In2
©) K:{(xlix2’x3’x4):x4:4>3_7}

(D) K:{(xlﬁx25x3’x4): x4;4<%}

(E)  zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest poprawna.
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Egzamin dla Aktuariuszy z 11 pazdziernika 2004 r.

Prawdopodobienstwo i statystyka

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 A
2 C
3 D
4 D
5 B
6 C
7 E
8 B
9 B

10 C

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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