Matematyka ubezpieczen majatkowych 7.06.2004 .

Zadanie 1.

Ubezpieczyciel rozwaza po jakiej sktadce zaoferowac swoje ustugi, majac na uwadze
iz liczba ryzyk, ktore podejma jego oferte, jest malejaca funkcja skiadki za jedno
ryzyko. Ustalono, ze funkcjg t¢ (zalezno$¢ popytu od ceny) dobrze przybliza funkcja
liniowa postaci:

e n=28000- 250005,

7
gdzie P to skladka za jednostke ryzyka, u to oczekiwana warto$¢ szkdd z ryzyka, a n

to liczba jednostek ryzyka.
Zakladamy, ze dla n > 250 rozklad tacznej wartosci szkdéd mozemy wystarczajaco
doktadnie przyblizy¢ rozktadem normalnym o wartosci oczekiwanej nu 1 skonczonej

wariancji rownej no’. Oznaczmy przez Z (n) zysk techniczny (taczna wartos$¢
zebranej sktadki minus taczna warto$¢ szkod z portfela).

Niech n, oznacza taka liczb¢ ryzyk, ktora (przy odpowiadajacej jej sktadce)

maksymalizuje prawdopodobienstwo iz zysk techniczny bgdzie dodatni:

e Vn>250 Pr(Z(n)>0)<Pr(Z(n,)>0)

n, Wynosi:
(A) 500
(B) 750
(C) 1000
(D) 1250

(E) 1500
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Zadanie 2.

Laczna warto$¢ szkod W ma zlozony rozklad Poissona z parametrem czgstotliwosci
szk6d 2 =100410 i rozktadem wartosci pojedynczej szkody logarytmiczno-
normalnym. Wiemy, ze wspotczynnik zmiennosci (iloraz odchylenia standardowego i

wartosci oczekiwanej) zmiennej W wynosi:
o J, =1/10.

Wobec tego wspotczynnik skosno$ci y,, zmiennej W wynosi:

1
A -
(A) Yw \/E
1
(B) 7W_B
© =
Yw lox/ﬁ
1
(D) 7W‘ﬁ

(E)  za malo danych, aby wyznaczy¢ warto$¢ wspotczynnika skosnosci
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Zadanie 3.
W pewnym ubezpieczeniu z kazdego wyptaconego odszkodowania (w kwocie Y)
odzyskujemy w formie regresu kwote RY, gdzie:
e Pr(R=0)=Pr(R=1)=1/2
Niech H(i ) oznacza skladke netto, tzn. oczekiwang warto$¢ obecna wyplat

zredukowanych o przychody z regresow, przy zatozeniu, ze efektywna roczna stopa
procentowa wynosi i.
Niech 7, oznacza czas w latach, jaki uplywa od momentu zainkasowania sktadki do

momentu wyplaty odszkodowania (o ile do szkody dojdzie). Niech 7, oznacza czas,

jaki uptywa od momentu wyptaty odszkodowania do momentu zainkasowania
naleznosci regresowe;j (o ile doszto do szkody, i o ile nastapi Sciagnigcie regresu).

Zaktadamy, ze o ile do szkody dojdzie, to zmienne Y, 7| oraz R sa nawzajem
niezalezne, a jesli dodatkowo zajdzie zdarzenie R =1, to wtedy takze zmienna 7, jest
niezalezna od zmiennych Y oraz 7.

Zalozmy, ze T, ma rozktad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej rownej 2, zas T,
rozktad wykladniczy o wartosci oczekiwanej réwnej 1.

Stosunek sktadki netto przy stopie i = exp(1/4)—1 do sktadki netto obliczonej bez

dyskontowania:
T(exp(1/4)-1)
11(0)

WYnosi:

(A) 0.6l

(B) 0.66

(©) 074

(D) 0.80

(E) 0.88
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Zadanie 4.
Oznaczmy przez X, taczna wartos¢ szkod zaistniatych w roku 7, przez X, tg jej

czg$¢, ktora dotyczy szkod zlikwidowanych przed koficem roku 7, zas przez X,

czgs$¢ pozostata. Warunkowe momenty tych zmiennych (przy danej warto$ci
parametru ryzyka u,) spelniaja zalozenia:

o EWX,|u)=up
o EWX,|1)=u0-p)
. Var(Xt,O |,ut ) = ,utpbz
o Var(x,|u)=u(1-pp’
° Cov(X,,O,X,JLu,):O,
za$ rozktad parametru ryzyka u, spetnia zalozenia:

o Elu)=u
o Var(yt ) =a’
Najlepszy nieobciazony liniowy predyktor zmiennej X, oparty na informacji o

zmiennej X, , oraz znanych warto$ciach parametrow (p,bz, ,u,az) jest postaci:

e BLUP(x,|x,,)=(- p){zﬁ +(1- Z),u}
p

Wspotezynnik z wystgpujacy w powyzszym wzorze jest postaci:

T

(©) z:ﬂbf—iaz
(D) z=$
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Zadanie 5.
Towarzystwo ubezpieczeniowe inwestuje (w papiery wartosciowe o stalej stopie
zwrotu i = 6% ) kapitat u 1 sktadke zebrana na poczatku roku IT, a na koniec roku
wyplaca odszkodowania w tacznej kwocie W. W rezultacie wynik dziatalnosci Z za
rok czasu jest rowny:

o Z=ui+T(1+i)-W.
Zalozmy, ze W ma rozklad normalny o warto$ci oczekiwanej i wariancji u” / 100.
Decyzja o wysokosci sktadki IT oraz wysokosci potrzebnego kapitatu u
podejmowana jest ze wzgledu na oczekiwania udzialowcow, ktorzy:

e w zamian za podjgcie ryzyka, iz z prawdopodobienstwem 1/20 ich strata

przekroczy 10% wylozonego kapitatu: Pr(Z < —10%u) =0.05,

E(2)

punktoéw procentowych przekroczyta stopg zwrotu z bezpiecznych inwestycji)

e 7adaja, aby oczekiwana stopa zwrotu wyniosta 15% (a wigc 0 9

Przy tych zatozeniach sktadka z dobrym przyblizeniem wynosi:
A  Il=u

B) II=101%u

©) II=102%u

(D) II=104%pu

(E)  T1~106%pu
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Zadanie 6.
Kierowca charakteryzujacy si¢ wartoscia A parametru ryzyka A zglasza szkody
zgodnie ze ztozonym procesem Poissona, z intensywnos$cia A rocznie oraz rozktadem
wartosci pojedynczej szkody Y (takim samym bez wzgledu na poziom parametru A )
takim, ze:

« Var(v)=[E(Y)]
Rozktad parametru ryzyka A w populacji ubezpieczonych charakteryzuja momenty:

o E(A)=3/10,Var(A)=3/100
Typowy predyktor parametru ryzyka A (najlepszy liniowy nieobciazony) oparty na
zaobserwowanej w ciagu szesciu poprzednich lat §redniorocznej liczby szkod
zgloszonych N jest postaci:

e BLUP(AIN)=z, N +(1-z,)E(A)
Rozwazmy liniowy nieobciazony predyktor parametru ryzyka A oparty na
$redniorocznej (za ostatnie 6 lat) wartosci szkod X , zaktadajacy znajomosé¢ wartosci
oczekiwanej E(Y):

e BLUP(A[X)=z, % +(1-z, )E(A),
gdzie staty wspolczynnik z, jest (podobnie jak w poprzednim przypadku
wspoéiczynnik z, ) dobrany tak, aby zminimalizowa¢ wariancjg¢ tego predyktora.

. S .
Stosunek wspotczynnikéw — wynosi:

A) 2

(B) 13/8
©) 16/11
D) 11/8
(E)  16/13
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Zadanie 7.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki:

o Ult)=u+ct- Sy gdzie:
u jest nadwyzka poczatkowa, ct jest suma sktadek zgromadzonych do momentu ¢,
N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A =1, S, = Zn:Yi jest suma

i=1

wyplat, a pojedyncze wyptaty Y, sa zmiennymi losowymi o identycznym rozkladzie,
niezaleznymi nawzajem i od procesu N(¢).
Niech L oznacza maksymalng stratg, F, jej dystrybuantg, za$ ‘P(u)
prawdopodobienstwo ruiny przy nadwyzce poczatkowej u. Wtedy dla kazdego u >0
zachodzi F, (u)=1-¥(u).
Gestos¢ rozktadu warto$ci pojedynczej szkody jest na potosi dodatniej dana wzorem:

24
fY(y)_ (2+y)4

Niech ¢” oznacza najmniejsza z takich wartoéci parametru c, przy ktérej E (L) <10.
Wobec tego parametr ¢ (intensywno$¢ sktadki) wynosi:

(A)  13/12
(B) 11/10
(C) 98
D) 6/5
(E) 5/4
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Zadanie 8.

W pewnym ubezpieczeniu mamy do czynienia z ciaglym, wyktadniczym wzrostem
liczby ryzyk w portfelu, co wyraza zalozenie, iz zmienna 7, (0,1) wyrazajaca
moment zaj$cia losowo wybranej szkody z tego portfela w ciagu roku (o ile
oczywi$cie do szkody dojdzie) ma rozktad dany gestoscia:

. __ 8
K= ey 17PE

Niech 7, oznacza odstgp w czasie od momentu zaj$cia szkody do jej likwidacji.
Zmienna ta ma rozktad wyktadniczy z warto$cia oczekiwana réwna jeden (rok).

Zakladamy ze zmienne losowe 7, oraz T, sa niezalezne. Prawdopodobienstwo, iz

szkoda, do ktoérej doszto w ciagu roku, zostanie jeszcze przed koncem tego roku
zlikwidowana, wynosi:

glexp(l+g)—1)
&) (l + g)(exp(l +g)— e)

gy 1. 8lexpl+g)-1)
® (1+g)exp(1+g)—e)

©) exp(l+g)—1

(1+g)e

_exp(l+g)-1
) : (1 + g)e

gy (. &lexp+g)-1)
E) exp(g)(exp(l +g)— e)
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Zadanie 9.
Przy danej warto$ci parametru ryzyka A taczna wartos¢ szkod X z pewnego ryzyka
ma ztozony rozktad Poissona z parametrami (A, F,,,(-)), a warunkowa wartosé

oczekiwana pojedynczej szkody Y dana jest wzorem:

E(r|a)= \/11-—/\ .

Parametr ryzyka A ma rozktad Pareto dany na potosi dodatniej ggstoscia:

5
fA(ﬁ“): (l+ﬂ,)6 .

E(X) wynosi:

(A) 211
(B)  20/99
(C)  10/44
(D)  10/45
(E) 209
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Zadanie 10.

W pewnym ubezpieczeniu wartos¢ szkod ma ztozony rozktad Poissona z
czgstotliwoscia szkdd rowna 31In(2) 1 rozktadem warto$ci pojedynczej szkody danym
wzorem:

k

Pr(Y:k):L-ﬂ, k=1,2,3,....

In2 &k
Prawdopodobienstwo, iz taczna warto$¢ szkdd wyniesie 7, rOwne jest:
(A) 10/256
(B) 97256
(C)  8/256
(D)  7/256
(E) 6/256

10
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