Matematyka ubezpieczen majatkowych 6.12.2003 1.

Zadanie 1. W kolejnych okresach czasu ¢=1,2,3,4,5 ubezpieczony,
charakteryzujacy si¢ parametrem ryzyka A, generuje N, szkod. Dla danego A =4

zmienne N,, N,, ..., N5 sa warunkowo niezalezne i:

A

Pr(N, =kjA=1)=e k=0,1,2,...

Parametr ryzyka A w populacji ubezpieczonych przyjmuje wartosci: 1/4 lub 1/2.
Mamy do czynienia z dwuetapowym do$§wiadczeniem losowym:
e najpierw losujemy ubezpieczonego zgodnie z rozktadem prawdopodobienstwa

Pr(A=1/4)=1/2=Pr(A=1/2)
e nastgpnie obserwujemy liczby generowanych przez niego szkod N,, N,, N5, N, .
Staramy sig¢ przewidzie¢ liczbg szkdd w nastgpnym okresie, czyli N .
Jesli wiadomo, ze: N, +N,+ N, +N, =0, to (warunkowe) prawdopodobienstwo

tego, ze Ny =0 jest rowne (w przyblizeniu):

(A) 077
(B) 0.73
(C) 0.69
(D)  0.65

(E) 0.6l
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Zadanie 2. W pewnym ubezpieczeniu jedynie pewna czg$¢ szkod jest zgtaszana.
Niech K oznacza liczbg szkod zasztych, za§ N — liczbg szkod zgloszonych. Niech i
numeruje szkody zaszte, a M, oznacza zmienng przyjmujaca wartos¢ 1 gdy i-ta
szkode zgtoszono, — a warto$¢ 0 — gdy jej nie zgloszono. Wtedy:
N=M+M,+--+M,
Zalézmy, ze M, sa zmiennymi losowymi o identycznym rozktadzie, niezaleznymi
nawzajem i od zmiennej K, oraz iz zmienna K ma rozktad Poissona z warto$cia
oczekiwang A . Przyjmijmy zatozenia liczbowe:

o Pr(M,=1)=2/3

o A=1
Warunkowa wariancja ilosci szkod nie-zgtoszonych, pod warunkiem iz zgloszono
dwie szkody:
Var(K - N|N =2)

Wynosi:
A) 173
(B) 12
C) 23
D) 506
(E) 1
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Zadanie 3. Wiadomo, ze rozktad sumy W = X, + X, dwoch niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadach zlozonych dwumianowych z parametrami odpowiednio
(n,ql,Fl) oraz (n,qz,Fz) jest takze rozktadem zlozonym dwumianowym o

parametrach (n,qW,FW), gdzie dystrybuanta F), dana jest wzorem:

vx FW(x): WlFl(x)+ Wze(x)+ (1 W _Wz)(Fl *F, )(x),

1 gdzie F, * F, oznacza dystrybuant¢ sumy dwoch niezaleznych zmiennych losowych
o dystrybuantach F| oraz F, .

Przyjmijmy zatozenia liczbowe:
e g =1/3oraz g, =1/4

Wyznacz warto$¢ parametru w, wzoru na dystrybuantg F, .
Uwaga: parametry rozktadu ztozonego dwumianowego podajemy jako trojke

(n,q,F ), gdzie (n,q) to parametry rozktadu dwumianowego liczby szkod za$ F to
dystrybuanta rozktadu warto$ci pojedynczej szkody taka, ze F (O) =0.

(A w =1/6
(B) w =1/4
C)  w,=1/3
D) w =1/2
(E) w =2/3
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Zadanie 4. Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki:
o Ult)=u+ct- Sy gdzie:
u jest nadwyzka poczatkowa, ct jest suma sktadek zgromadzonych do momentu ¢,
N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A, S, = ZK jest suma
i=1

wyplat, a pojedyncze wyptaty Y, sa zmiennymi losowymi o identycznym rozktadzie,
niezaleznymi nawzajem i od procesu N (t) .

Niech L oznacza maksymalna stratg, F, jej dystrybuantg, za$ ‘I’(u)

prawdopodobienstwo ruiny przy nadwyzce poczatkowej u. Wtedy dla kazdego u >0
zachodzi:
F,(u)=1-¥(u)=Pr(vt>0 U(t)>0).

Zalozmy, ze wyptaty Y, maja rozktad wyktadniczy z warto$cig oczekiwang ¢, oraz iz
parametr intensywnosci sktadki ¢ wynosi:

c=Au-120%.

Oblicz lP(E (L)) , czyli prawdopodobienstwo ruiny przy zalozeniu, iz kapital

poczatkowy rowny jest wartosci oczekiwanej maksymalnej straty.

(A)  Y(E(L)~0.36

B)  W(E(L))~0.64
©)  Y(E(L))~0.50
(D) Y(E(L))=~0.25
(E) W(E(L))=0.75
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Zadanie 5. Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki:
o Ult)=u+ct- Sy gdzie:

u to nadwyzka poczatkowa, N (t) to proces Poissona z parametrem intensywnosci A,

ct to suma sktadek zgromadzonych do momentu ¢, §, = ZYI to suma wyplat, a
i=1

pojedyncze wyplaty Y, to zmienne losowe o identycznym rozkladzie, niezalezne
nawzajem i od procesu N(t).
Niech ¢ = (1+6)1E(Y).

Zalozmy, ze wyplaty Y, maja rozktad dany na potosi dodatniej ggsto$cia:

1 1 1
= - exp| — ly+—=21].

O rozktadzie tym wiadomo, zZe:
o E(Y)=1,Var(Y)=0c", oraz iz
e funkcja E (exp(tY )) przyjmuje wartosci skoficzone dla ¢ < o> /2, i ma wtedy
postac:

. E(exp(tY)) = exp(o’2 . (1 —+1-2to" ))

Niech @ oznacza maksymalna warto$é parametru € sposrod takich jego dodatnich
wartosci, dla ktorych wspotczynnik dopasowania (adjustment coefficient) istnieje bez
wzgledu na to, ile wynosi wariancja o’ zmiennej Y.

Sposrdd ponizszych pigeiu zdan wybierz zdanie prawdziwe.

(A) @ nie istnieje, bo R istnieje dla dowolnych >0 i o >0

(B) @ nie istnieje, bo dla dowolnego @ > 0 mozna wskazaé takie * >0, ze R
nie istnieje

(C) H=e-1
D) 6=1/2
E) 0=1
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Zadanie 6. Niech X, ; oznacza warto$¢ szkod z pewnego portfela, ktore zaszty w

roku 7, a likwidowane sa w roku ¢ + j . Przyjmujemy zalozenie, ze dla kazdego ¢ oraz j
zmienne te maja zlozone rozktady Poissona o parametrach (ﬁ-rj,Fy), a wigc iz

rozktad wartosci pojedynczej szkody jest bez wzgledu na rok zajscia i rok likwidacji
taki sam, oczekiwana liczba szkdd zasztych w kazdym roku jest taka sama 1 wynosi
A, za§ wspdtezynniki rozktadu opdznienia 7; sa nieujemne i sumujg si¢ do jedynki:

o0
er =1. Zal6zmy tez, ze wszystkie zmienne X, sa nawzajem niezalezne (jesli
j=0

tylko z#7 lub i# j to X, 1 X, niezalezne).

Przy zatozeniach:

e 1=500;
e E(Y)=3
o Var(y)=3

. o . 2
e wspolezynniki 7,7, 7y,... tWorza ciag geometryczny: r,,, = Erj
oblicz wariancje tacznej wartosci szkod zasztych przed koncem roku 7, ktére przed
koncem tego roku nie zostaly zlikwidowane, a wigc wariancj¢ sumy:

Sy = Z ZXT—z,/

t=0 j=t+1

Uwaga: zakladamy zZe proces przebiega ,,od zawsze”, tzn. dla ustalonego T i
dowolnie wielkich t zmienna X It spetnia zalozenia.

(A)  Var(S,)=12000

(

(B)  Var(S,)=6000
(C)  Var(S,)=36000
(D)  Var(S,)=3000

(E)  Var(S,)=24000
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Zadanie 7. Laczna warto§¢ szkéd w pewnym portfelu ryzyk: W =Y +...+Y, ma
ztozony rozktad Poissona, gdzie E(N ): 270 1 warto$¢ pojedynczej szkody ¥ ma
rozktad jednostajny na odcinku (O, 1).

Niech teraz zmienna W, (d ) oznacza taczna warto$¢ nadwyzek kazdej ze szkéd ponad
warto$¢ d, pokrywana przez reasekuratora:

o Wld)=(y, _d)+ o+ (Y _d)+’
za§ zmienna w, (d )=W -W, (d ) oznacza pozostala na udziale whasnym

ubezpieczyciela kwote, a wigc:
o W,(d)=min{Y,d}+...+min{Y,,d}.

Dobrano taka warto§¢ d* parametru podzialu ryzyka z przedzialu (O, 1), ktoéra
minimalizuje sume wariancji Var(W,(d))+ Var(W,(d)). Minimalna wartos¢ tej sumy,
czyli Var(W,,(d *))+ Var(W,(d *)), wynosi:

(A) 36
(B) 40
(C) 45
(D) 48
(E) 50
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Zadanie 8. Ubezpieczyciel pokrywa ryzyka, ktore za okres roku generuja taczna
warto$¢ szkod:
W=Y+..+Y,,

e 0 zlozonym rozktadzie Poissona, gdzie rozktad warto$ci pojedynczej szkody Y

dany jest dystrybuanta F taka, ze F (O) =0

e pobiera za to pokrycie sktadke w wysokosci sktadki netto £ (W)
Niech M = min{m . F (m) = 1} bedzie maksymalna wartoscia szkody z pokrywanych
ryzyk.

Rozwazmy liczbg c taka, ze jesli tylko zachodzi nierownos$¢:
o M<c-EW)
to wspotczynnik zmienno$ci zmiennej W nie przekroczy jednej szesnastej:
VARW) _ 1
EW) 16
Znajdz liczbeg c* , ktéra jest najwicksza sposrdd liczb ¢ o powyzszej wasnosci.

(&) e
B) c*= 2%6
© =y
®) =
® -
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Zadanie 9. Przy danej warto$ci parametru ryzyka A laczna warto$¢ szkoéd X z
pewnego ryzyka ma zlozony rozktad Poissona z parametrami (A, Fy, A(-)), a

warunkowa warto$¢ oczekiwana pojedynczej szkody Y dana jest wzorem:

E(Y|A)=18+3A.

Parametr ryzyka A ma rozktad Gamma (a, ,B), dany na potosi dodatniej gestoscia:
ﬂfl a-1

A)=—= A7 -expl— f1),

/ A( ) 1_‘(0{) p( B )

z parametrami: «a =2, ff=18.

E (X ) Wynosi:

(A) 255
(B) 2%
© 23
D) 23
(E) 23
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Zadanie 10. Zat6zmy, ze w modelu procesu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem
dyskretnym zmienna W, wyraza taczna warto§¢ szkod w roku n-tym. Zmienne te w
kolejnych latach sa niezalezne i maja identyczny rozktad dany na przedziale (0, 1)
gestoscia:

o f(x)=12x(1-x)
Ubezpieczyciel w kazdym roku pobiera sktadke c. Dywidenda D, wyptacana
akcjonariuszom w roku n-tym zalezna jest jedynie od wyniku tego roku, i wynosi:

e D, =max{0, 5-(c-W,)},5¢(0]),
co oznacza, ze akcjonariusze maja udzial 100-6 —procentowy w dodatnim wyniku,
natomiast nie partycypuja w stratach. W rezultacie proces nadwyzki U,
ubezpieczyciela ma przyrosty niezalezne o postaci:

. Un—U,H:{ c—-W, gdy W >c

(1=6)-(c-w,) gdv W, <c

Wiadomo, Ze przy danej sktadce ¢ wskaznik udziatu 6 powinien by¢ nizszy od takiej

wartosci 0 *, przy ktorej przyrost procesu bedzie mial zerowa warto$¢ oczekiwana.
Dla sktadki ¢ =1/2 parametr 6 * wynosi (w przyblizeniu):

(A 70%
(B)  60%
C)  50%
(D)  40%
(E)  30%

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 6 grudnia 2003 r.
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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