Matematyka ubezpieczen majatkowych 11.10.2003 r.

Zadanie 1.
[lo$¢ szkod N ma rozktad o prawdopodobienstwach spetniajacych zaleznos¢
rekurencyjna:

Mzz.(l+lj, k=123,..

Pr(N=k-1) 3k

Jesli wiemy, ze z Pr(N = k) =1, to prawdopodobienstwo, ze zdarzy si¢ zerowa liczba
k=0

szkdd wynosi:

1
(A) HWf®=§
16

(B) Pr(N_o)_gI
(©) mW:@:g
81

1

(D) MWLQ—E
8

(E) Pr(N=0)=—
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Zadanie 2.

Rozktad warto$ci pojedynczej szkody Y okreslony jest na nieujemnych liczbach
catkowitych. W ponizszej tabeli zawarte sa informacje o wartosci oczekiwanej szkody
ucigtej:

M 3 4 5 6
E(min{Y,M}) | 2.46 3.04 3.46 3.78

Z informacji tych wynika, ze Pr(Y = 5) WYnosi:

(A)  0.08
(B) 0.10
€ 0.12
(D) 0.14
(E) 0.16
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Zadanie 3.
Laczna warto$¢ szkod X z pewnego ryzyka miata w roku ubieglym rozktad ztozony:
X=Y+Y,+..+7Y,,

z rozktadem wartosci pojedynczej szkody danym na poétosi dodatniej gegstoscia:

3
fy(x)_ (1+x)4 .

O ile procent wzrosnie sktadka netto za pokrycie nadwyzki kazdej szkody z tego
ryzyka ponad kwotg d, jesli kwota ta jest niezmienna i wynosi d =5, natomiast ceny,
w ktorych wyrazone sa szkody wzrosna o 25% (tzn. teraz ceny rowne sa 5/4 cen
poprzednich)?

(A) sktadka netto wzro$nie o 25%

(B)  sktadka netto wzro$nie o 334 %
(C)  skfadka netto wzrosnie o 50%

(D)  skfadka netto wzrosnie o 60%

(E)  skfadka netto wzro$nie o 80%
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Zadanie 4.
Zmienne X, oraz X, reprezentuja laczna wartos¢ szkod z pewnego portfela ryzyk

odpowiednio w roku ubieglym oraz roku nadchodzacym.

Zmienne te sa (przy danej wartosci A parametru ryzyka A ) zmiennymi losowymi
warunkowo niezaleznymi, o rozktadach ztozonych Poissona o takiej same;j
oczekiwanej liczbie szkdéd A 1 takim samym rozktadzie warto$ci pojedynczej szkody

Y, z parametrami E(Y)= y i wariancja Var(Y)=o”.
Parametr ryzyka A ma rozktad, o ktorym wiemy, ze:

o EA)=A,Var(A)=1".
Rozwazamy predykcje tacznej wartosci szkod w roku nadchodzacym X, przy
zalozeniu, ze znamy warto$ci parametréow 4, o>, A oraz L*, a takze iz
zaobserwowali$my liczbg szkod N, oraz taczng warto$¢ szkod X, w roku ubiegtym.
Dwa alternatywne predyktory sa postaci:

* pred, :/J'[No "ZN +K'(1_ZN)]’

o pred, =X, z, +u-A-(1-z,).
Wartos$ci kazdego ze wspotczynnikow z, oraz z, dobrane sa tak, aby

zminimalizowa¢ btedy sredniokwadratowe predyktorow.
Réznica btedéw sredniokwadratowych:

e E{X, - pred,) |- E{X, - pred,)’ |

Wynosi:
K-L4-/12
S V8 (e P23 W ey
A-L'-o?
S P e PO X )
A-L'-o?
C
O o)y
Ao
D
N W T
© KZ-LZ-,UZ

(K-(1+0'2//12)+L2)2
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Zadanie 5.
X, oraz X, to dwa ryzyka (zmienne losowe) niezalezne o tym samym rozktadzie

danym dystrybuanta:
0 gdy x<0
F(x)=10.6+02-x gdy x€0,1)
1 gdy x2>1

Prawdopodobienstwo zdarzenia, iz ich suma nie przekroczy liczby 1/2 wynosi:
(A)  Fy..(05)=0.485
(B)  Fy.y(0.5)=0.495
(C)  Fy.y,(0.5)=0.500
(D) Fy,,(0.5)=0.490

(E)  Fy,,(0.5)=0.480
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Zadanie 6. Dana jest rodzina zmiennych losowych {Y fy } we(01] indeksowana

0,1
parametrem M o dystrybuantach:
> gd <M
Fy(y)=1" 59 7=0 M <(0,1]
1 gdy y>M
oraz rodzina zmiennych {WM } we(oa] © rozktadach zloZzonych Poissona o parametrach
(4. F, ().
Niech V?(W, ) oznacza dla dowolnego M €(0,1] kwadrat wspoiczynnika
zmiennosci (stosunek wariancji do kwadratu warto$ci oczekiwanej) zmiennej W,, .
Pochodng logarytmiczna wspotczynnika V'* (WM ) mozna wyrazi¢ wzorem:
0 oM(1-M?)
— (W, ))= ,
oM ( ( M)) (a—MZXb—Mz)
Parametry (a,b) powyzszego wzoru sa rowne (kolejno$¢ podania parametrow jest

M e(0,1).

oczywiscie obojetna):

A (.2
®) (23
© (4
® (.3
E)  (2,3)
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Zadanie 7.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem ciagtym:

skumulowana warto$¢ szkod S (t) jest procesem ztozonym Poissona, w ktérym

intensywno$¢ pojawiania si¢ szkod wynosi 4 =100, za$ rozktad wartos$ci
pojedynczej szkody jest mieszaning dwoch rozktadow wyktadniczych, i jego
gestose jest na potosi dodatniej dana wzorem:

£ (x)= % . (i exp(— %xj + % exp(— é XD

intensywno$¢ sktadki (naptywajacej w sposob ciagly) wynosi ¢ =1000,

Wiadomo, ze przy takich zatozeniach funkcja prawdopodobienstwa ruiny (jako
funkcja wysokosci nadwyzki poczatkowej u) jest postaci:

¥(u)=a, exp(-ru)+ a; exp(-r,u),

Suma parametrow tego wzoru (al + az) WYynosi:

(A)

(B)

©

(D)

(E)

16
30

20
30

24
30

27
30

1
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Zadanie 8.
W modelu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym:
e nadwyzka poczatkowa wynosi 1.5,
e sktadka roczna wynosi 1,
a taczna warto$¢ szkod w kazdym roku (niezaleznie od tacznej wartosci szkod w
innych latach):
e wynosi 0 z prawdopodobienstwem dwie trzecie,
e wynosi 2 z prawdopodobienstwem jedna trzecia.

Prawdopodobienstwo ruiny (pojawienia si¢ ujemnej nadwyzki na koniec
ktoregokolwiek z lat) wynosi:

(A) %
(B) ﬁ
© 5
® 5
B =
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Zadanie 9.
Modelujemy przebiegajacy w czasie proces $ciagania naleznos$ci regresowych przez
ubezpieczyciela. Niech T oznacza zmienng losowa o rozktadzie:

e ciaglym na przedziale (O,+oo)

e 7z pewna masa prawdopodobienstwa w punkcie + oo,
reprezentujaca czas sciagnigcia naleznosci regresowej (liczony od momentu
powstania prawa do regresu). Niech f,., F, oraz h, oznaczaja odpowiednio funkcj¢

gestosci, dystrybuante oraz funkcje hazardu zmiennej 7. Dystrybuancie oraz funkcji
hazardu nadajemy nastgpujaca interpretacjg:

t

o F.(f)= j f+(s)ds to wskaznik $ciagalnosci do czasu ¢ (oczywiscie F,(0)=0)
0

e limF,(f)=Pr(T <o) to wskaznik éciagalnosci ostatecznej,

f;(¢)

o &, (t) = 1—() dla ¢# > 0 to natgzenie procesu $ciagania (gestos¢ §ciagania
- ¢
T
naleznosci, ktore do momentu ¢ pozostaja jeszcze nie Sciagnigte)
Zaldzmy, ze natgzenie procesu $ciggania maleje z czasem wyktadniczo, a doktadniej,
dane jest funkcja hazardu okre$lona na pétosi dodatniej postaci:

o h(t)=a-exp(-p-1), o parametrach «, 5 > 0.
Wtedy wskaznik $ciagalno$ci ostatecznej wyraza si¢ wzorem:

A  Pr(T<w)=1

(B)  Pr(T'<w)=1-exp(-a)
(C)  Pr(T<w)=1-exp(-a/p)
(D)  Pr(T <w)=exp(-a)

(BE)  Pr(T <o)=exp(-a/p)

Wskazowka: mozesz wykorzystaé znang tozsamosé: h(t)= —% In(1- F(z))
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Zadanie 10.

Mamy dwie zmienne losowe: czas zajsScia szkody w ciagu roku kalendarzowego, oraz
czas, jaki uplywa od momentu zajs$cia szkody do momentu jej likwidacji. Zatozmy, ze
zmienne te sa niezalezne, a wigc iz uplyw czasu od momentu zaj$cia do momentu
likwidacji szkody nie zalezy od tego, w ktérym momencie czasu kalendarzowego do
szkody doszlo.

Przyjmujemy, Ze jednostka pomiaru czasu (dla obu zmiennych) jest 1 rok. Czas
zaj$cia szkody w ciagu roku kalendarzowego ma rozktad jednostajny na odcinku

(0, 1). Czas, jaki uptywa od momentu zajécia szkody do momentu jej likwidacji ma

rozklad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej £ .

Prawdopodobienstwo, iz szkoda zostanie zlikwidowana w ciagu tego samego roku
kalendarzowego, w ktorym do niej doszto, wynosi:

1-exp(- )
A 1-—=xp=f)
(A) 5
B expl-p) 2B
B
1-exp(- S)
C _ TN 77
©) 5
(D) 1 - ﬂ eXp(_ ﬂ)
B
(E) l_l_ﬂexp(_ﬂ)
B

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 11 pazdziernika 2003 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 A
2 B
3 E
4 B
5 A
6 E
7 C
8 D
9 C
10 A

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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