Prawdopodobienstwo 1 statystyka 17.05.2003r.

Zadanie 1

Rozwazmy nastgpujacy model strzelania do tarczy. Wspoétrzedne punktu trafienia
(X,Y) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie normalnym
N(0,0%). Punkt (0,0) uznajemy za $rodek tarczy, zatem v X° + Y7 jest odlegloscia
od Srodka. Oddano » niezaleznych strzalow (X|,Y)),....(X,,Y,). Oblicz wartos¢
oczekiwang odleglosci od §rodka najlepszego ze strzatéw, czyli

Emin(\/Xf LY X2+ Y2 )
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Wskazéwka: Zmienna losowa min(X LY.L XD +Ynz) ma rozktad wykladniczy.

Mozna skorzystaé z faktu, ze T'(3/2)= %\/; :
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Zadanie 2

W urnie znajduje sie 10 kul Amarantowych, 10 kul Biatych i 10 kul Czarnych.
Losujemy bez zwracania 12 kul. Niech

e A oznacza liczbe wylosowanych kul Amarantowych,
e B oznacza liczbe wylosowanych kul Biatych,
e (C oznacza liczbg¢ wylosowanych kul Czarnych.

Oblicz wspotczynnik korelacji zmiennych losowych 4 1 B,

corr(A, B)
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Wskazowka: Var(A+B+C)=0.
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Zadanie 3

Wykonujemy 4 rzuty kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze liczby oczek
otrzymane w kolejnych rzutach tworza ciag scisle rosnqcy.
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Zadanie 4
Dysponujemy danymi o liczbie szkdd zgloszonych przez klientow 1,2,....k w ciagu n

lat. Niech S,(n) oznacza sumaryczng liczbg szkod dla klienta numer i w ciagu n lat.
Wiemy, ze S,(n),...,S,(n) sa niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie Poissona. Mamy

tez pewne przypuszczenia dotyczace intensywno$ci pojawiania si¢ szkdd, czyli
warto$ci oczekiwanych tych zmiennych, ale nie jestesmy ich pewni.

Weryfikujemy hipotezg statystyczna

H,: dla kazdego i=1....,k, zmienna losowa S.(n) ma rozklad Poissona z

parametrem nA ;.
Hipotetyczne intensywnosci 4,,..., 4, sa danymi, ustalonymi liczbami dodatnimi.

Uzywamy pewnej odmiany testu chi-kwadrat: obliczamy statystyke

Zz — ; (Sl(n’),l; nﬂ’z) ]

1

Jaki jest rozktad graniczny tej statystyki y°, jesli H, jest prawdziwa i n — oo ?

(A) rozktad y* z k—1 stopniami swobody

(B) rozktad y° z k stopniami swobody

(C) pewien rozktad prawdopodobienstwa majacy gestos¢, nie nalezacy do rodziny
rozkladow y° .

(D) zdegenerowany rozktad prawdopodobienstwa, skupiony w punkcie 0

(E) rozklad y* z n stopniami swobody
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Zadanie 5

Rozwazamy model K obiektéw obserwowanych przez T okreséw czasu, gdzie
zarowno K jak i 7'sa duzymi liczbami. Przyjmujemy nastgpujace zatozenia:

e dlakazdego k =1,2,...,K oraz t =1,2,...,T warunkowy rozklad zmiennej losowe;j

X, przy danej wartosci zmiennej 4, jest rozktadem normalnym o wartosci
oczekiwanej 1 wariancji (yk,az);
o dlakazdego k =1,2,...,K rozklad zmiennej losowej x, jest rozkladem

normalnym o wartosci oczekiwanej 1 wariancji (,u, a’ )
Przyjmijmy typowe oznaczenia dla $rednich obiektowych i $redniej ogdlne;j:
T T
X, :lZth, k=12,.,K, oraz X:iZXk.
T ’ K3

t=1
Migdzyobiektowa i wewnatrzobiektowa sume kwadratow odchylen oznaczmy:

K _\, T K v
ssB=Y(x,-x), ssw=Y>(x,-X,)
k=1 t=1 k=1
Wiadomo, ze zmienne losowe SSB 1 SSW sa niezalezne,

2
E{SSB}=(K —1)(512 +‘77] : E{ssw}=K(T -1)o”
Dobierz stala const tak, aby wartos¢ oczekiwana wyrazenia:
2
const - wyniosta T
K-3
A -0
(A) const TK(T — 1)
K-2
B —_
(B) const TK(T — 1)
K-1
C -
©) const TK(T — 1)
K-2
D e
M) const T(K +1)T -1)
K -1
E R
E) const T(K +1)T -1)

Uwaga (dopisana po egzaminie):

Wynik stanowi podstawe konstrukcji nieobciazonego estymatora wspotczynnika
credibility z, a doktadniej jego dopetnienia (1 — z). Wynik ten prowadzi do wniosku,
ze na zwigkszenie precyzji predykcji 4, na drodze uwzglednienia danych o
pozostatych grupach (collateral data) mozemy liczy¢ dopiero wtedy, gdy liczba grup
K wyniesie co najmniej 4.
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Zadanie 6

Zatézmy, ze X,,..,X, jest probka z rozktadu normalnego N(u,0°) o nieznanej
warto$ci oczekiwanej 1 nieznanej wariancji, za§ X, jest zmienna losowa z tego
samego rozktadu, niezalezna od probki. Interpretujemy zmienna X, jako kolejna

obserwacje, ktora pojawi si¢ w przysztosci, ale obecnie jest nieznana. Zbuduj
,,przedziat ufnosci’’

[L,U]=[L(X,,.., X ), U(X |, X )]
oparty na probce X ,..., X, taki, ze
Pr{L(X,,...X,) < X, <U(X,,.... X,)}=0.95,

przy tym zadamy, zeby przedziat byl symetryczny, tzn. %(L+U )=X . Uzywamy

tutaj oznaczen:

X = %z;Xi’ §* = %Z;(Xi B )?)2

(A) L=X-3558-§, U=X+3.558-S

I
ol

(B) L=X-1591-S, U=X+1.591-§

I
ol

(C) L=X-3182-S, U=X+3.182-§
(D) L=X-3.104-S, U=X+3.104-S

(E) L=X-0.558-§, U=X+0.558-S
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Zadanie 7
Niech X,,X,,...,X, bedzie probka z rozktadu normalnego N(u,l) o nieznanej

wartosci oczekiwanej i znanej wariancji o’ =1. Rozpatrzmy zadanie testowania
hipotezy H, : i = 0 przeciwko alternatywie H,:u =0.5. Nalezy zbudowac taki test,

dla ktérego suma prawdobodobienstw btedow 1 i II rodzaju, oznaczanych
odpowiednio przez 1 £ jest najmniejsza. Oblicz t¢ najmniejsza warto$¢ o + [ .
(A) 0.1000

(B) 0.2266

(C) 0.1336

(D) 0.0500

(E) 0.4533
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Zadanie 8
Wektor losowy (X,Y) ma taczny rozklad prawdopodobienstwa dany nast¢pujaca

tabelka:

Y=1 Y=2
1 1
x=11|=a-0 Sy
4( ) 4
3 3
— -y ~(1-6
X=2 1 4( )

gdzie 6 €(0,1) jest nieznanym parametrem. Na podstawie 25-elementowej probki z
tego rozkladu, (X,,Y)),...,(X,s,Y,5) obliczono estymator najwiekszej wiarogodnosci

6. Oblicz wariancjg estymatora, Var(é) .

0(1-0)

(A) Var(0) =

(muw®=%

0(1-6)

(C) Var(9) = 20

0(1-0)

(D) Var(0) = 7

0

@)Iwaézg
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Zadanie 9
Niech X,,..,X,,.. beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozktadzie wyktadniczym o gestosci

ae™ dla x>0;
S(x)= ,
0 w przeciwnym przypadku.
Niech N bedzie zmienng losowa niezalezng od X,,..., X, ,..., o rozkladzie Poissona z

parametrem A . Niech

¥ min{Xl,...,XN}, gdy N>0;
- 0 gdyv N=0.

Oblicz E(N | Y = y) przy zalozeniu, ze y >0.

(A) 1+
B) l-ae™
C) A
(D) 1-4e™
(E) alte™
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Zadanie 10
Rozwazmy trzy zdarzenia losowe E,C,,C, w pewnej przestrzeni probabilistycznej

Q. Niech E',C],C; oznaczaja zdarzenia przeciwne. Wiemy, ze

e Zdarzenia C,,C, saniezalezne i Pr(C,) =Pr(C,) = p;
o Pr(E|C)=Pr(E|C,)=Pr(E|C,NC,)=r;
e Pr(E'|C/NC))=1.

Oblicz Pr(C, | E).

2-p

B) p

©

D) —

(E)
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Egzamin dla Aktuariuszy z 17 maja 2003 r.

Prawdopodobienstwo i Statystyka

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 C
2 B
3 C
4 B
5 A
6 A
7 E
8 D
9 A
10 A

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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