Matematyka ubezpieczen majatkowych 17.05.2003 r.

Zadanie 1. Pewne ryzyko generuje jedna szkodeg z prawdopodobienstwem ¢, za$ zero szkod z
prawdopodobiefistwem (l - q).

Ubezpieczyciel pokrywa nadwyzke szkody ponad udziat wlasny w

wysokosci d, jednak nie wigcej niz % jej wartosci, to znaczy ze

odszkodowanie za szkod¢ o wartosci y wynosi:

I(y) = min{maX{O, y- d}, v a%}.

Przyjmijmy, ze:

e g=1/5
e d=1
o 0% =80%

warto$¢ szkody (pod warunkiem ze do niej dojdzie) ma rozktad
rownomierny na przedziale (0,10).
Sktadka netto (warto$¢ oczekiwana wyptaty z tego ryzyka) wynosi:

(A) 0.70
(B) 0.72
(C) 0.74
(D) 0.76

(E) 0.78
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Zadanie 2. Szkoda Y moze przyjmowac wartosci ze skonczonego zbioru liczb
{y1 s Vaseees yn} takich, ze min{yl s Vaseees Vn } > 2. Laczna wartos¢ szkod w portfelu 7

rowna si¢:
W= z N,y s
i=1

gdzie N, to liczba szkod o wartosci y;, .

Zatézmy, ze N,,...,N, to nawzajem niezalezne zmienne losowe o rozkladach

Poissona z wartosciami oczekiwanymi odpowiednio 4,,...,4,. Wiemy, Ze:
o E(W)=50
o VAR(W)=660

e 2=31=10
i=1

Jezeli do kazdej szkody zastosujemy udziat wlasny ubezpieczonego w wysokosci
d =2, to wariancja tacznej warto$ci szkod pozostalej na udziale ubezpieczyciela
wyniesie:

(A) 460
(B) 500
(C) 540
(D) 560
(E) 600
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Zadanie 3. Mamy niepelng informacjg o rozktadzie zmiennej losowej X. Wiemy, ze:
e X przyjmuje warto$ci nieujemne

e E(X)=6
. Elx-4)]-23
° Pr(X>4):§.

. 2 . .. Ly L, . .. . .
Niech o~ oznacza najmniejsza mozliwa warto§¢ wariancji zmiennej X.

W ==
B) o’ =8

© =2
® o=
® o=
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Zadanie 4. Zmienna losowa:
X=M,+M,+.+M,

ma ztozony rozktad ujemny dwumianowy, gdzie liczba sktadnikow sumy N ma
rozktad ujemny dwumianowy o parametrach (r, q), tzn.:

Pr(N = k)= (r +ll§ _lj(l gV 4, k=012,

za$ kazdy ze sktadnikow ma rozktad dwumianowy:
Pr(M, =1)=1-Pr(M, =0)=Q.

Rozwaz, czy rozktad zmiennej losowej X jest rozkladem ujemnym dwumianowym;
wybierz poprawna odpowiedz:

(A)  Rozklad zmiennej X nie nalezy do klasy rozktadow ujemnych dwumianowych
(B) X ~ujemny dwum. o parametrach (r*,q*) takich, ze r =7 oraz ¢ =¢q

takich, ze 7" #r oraz ¢° #¢q

(C) X ~ujemny dwum. o parametrach (r ,q

(D) X ~ujemny dwum. o parametrach r*,q*) takich, ze »* #r oraz ¢  =¢q

(E) X ~ujemny dwum. o parametrach (r ,q ) takich,ze r" =7 oraz ¢" #¢
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Zadanie 5. Zmienna losowa:
W=X+X,+.+X,
jest suma n sktadnikow o identycznym rozktadzie, o wartosci oczekiwanej u, . Co

prawda zmienne te sa zalezne, ale struktura ich zalezno$ci jest do$¢ prosta. W
szczeg6lnosci o momentach centralnych trzeciego rzgdu tych zmiennych wiemy, iz
dla i, j,k =1,2,...,n warto$¢ oczekiwana:

EI_(Xz _,UX)(XJ _IUXXXk _ﬂX)J
WYynosi:
e g, jesli wszystkie trzy liczby i, j,k sarozne,
e b, jesli trojka liczb i, j,k zawiera dwie rozne liczby (jedna z liczb powtarza sig

dwa razy)
o cjeslii=j=k.

Moment centralny trzeciego rz¢du zmiennej W, ktory generalnie wyraza si¢ wzorem:
3
el - 00 ]- £ £ |
i=1

mozna przy powyzszych zalozeniach wyrazi¢ jako funkcjg parametrow a, b, ¢ oraz n
0 postaci:

E\w ~EW ) |= fi(n)-a+ f2(n)-b+ £,(n)-c.

Funkcja f,(n) wyraza si¢ wzorem:

(A)  3n(n-1)
(B)  6n(n-1)
(C)  3n*-2n
(D)  6n° -3n
(E) 6n*-2n
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Zadanie 6. W kolejnych okresach czasu ubezpieczony charakteryzujacy si¢ warto$cia A
parametru ryzyka A generuje szkody w ilosci N, :

e Pr(N —k|A—/1)—’1—k'-e-* t=1,2;
t — ™Mt - _k' T e

!
przy czym:
o Pr(N, =k AN, =k|A=2)=Pr(N, =k |A = 2)-Pr(NV, = k,|A = 2).
Rozktad parametru ryzyka A w populacji ubezpieczonych jest rozktadem
logarytmiczno-normalnym o parametrach Cj, o’ ),

izn. zmienna ln(A) ma rozktad normalny o parametrach (/1,0'2 )
O parametrach tych zaktadamy, zZe:

o U =—1n(4\/5),

e o’=In2

W efekcie doswiadczenia dwuetapowego (wylosowanie ubezpieczonego, nastgpnie
wygenerowanie przez niego szkod w ilosci N, 1 potem N,),

COV(N,, N,) wynosi:

@
®
© o
® o
®
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Zadanie 7. Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem
ciaglym. Tak wigc:
e szkody pojawiaja si¢ zgodnie z procesem Poissona o intensywno$ci A
e intensywnos¢ sktadki (naptywajacej w sposob ciagly) wynosi
c=(1+6)-1-E(Y), gdzie >0
e Yto warto$¢ pojedynczej szkody o takim rozktadzie, ze Pr(Y > 0) =1.
Wiadomo, iz funkcje prawdopodobienstwa ruiny mozemy wyrazi¢ w postaci:
Wu)=1-F, (),
gdzie maksymalng taczna strat¢ L mozemy przedstawi¢ jako zmienna o rozktadzie
ztozonym:
L=1+..+1,,
gdzie N ma rozktad geometryczny o ilorazie postgpu (1 + 9)_1 , za$ [, to wysokos¢
kolejnego ,.tapnigcia” ponizej dotychczas osiagnigtego minimum procesu.

Wiemy, ze dystrybuanta F, zmiennej /, dana jest wzorem:

c R

5+x

Oblicz E(Y).

(A)  E(Y)=4/3
B) E(Y)=6/5
€ E(r)=1

(D) E(Y)=5/4

(E) E(Y)=5/3
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Zadanie 8. Klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela charakteryzuja parametry:
e /1 -intensywno$¢ Poissonowskiego procesu pojawiania si¢ szkod,
e u - nadwyzka poczatkowa,
e rozkltad zmiennej Y - wartosci pojedynczej szkody,
e (- stosunkowy narzut na sktadke netto.
Zatdzmy, iz warto$¢ pojedynczej szkody ma rozktad rownomierny na przedziale
(O,M ), gdzie M jest dodatnie. Zatozmy takze, iz u =4- M . Przyjmijmy wreszcie, iz
nasz cel to skalkulowanie sktadki tak, aby zachodzit warunek bezpieczenstwa:
exp(— Ru)=1/16,
gdzie R to tzw. adjustment coefficient.
Warto$¢ € wynosi (z dobrym przyblizeniem):

(A)  0~27.7%
(B) 6~31.8%
(C)  6~359%
(D)  6~40.1%

(E) 0~443%
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Zadanie 9. Zmienna losowa S to zdyskontowana warto$¢ szkod w ztozonym procesie
Poissona:

S = iYn -exp(— T, ), gdzie:

n=1

(v,,1,), (v,.7,), (¥,,T}), ... oznaczaja odpowiednio wartosci oraz momenty

zajscia kolejnych szkdd;

e zmienne Y, (n =12,...) sa nawzajem niezalezne i maja identyczny rozktad
wyktadniczy o wartosci oczekiwanej rownej S7';

e czasy oczekiwania T, T, -T,, T, -T1,, T, —T;,... sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozktadzie wyktadniczym o wartosci oczekiwanej 1/ 4,
niezaleznymi takze od zmiennych Y,,7,.Y;,...;

e 0 >0 to nat¢zenie oprocentowania, a wiec exp(— 51‘) to czynnik dyskonta za
okres o dtugosci ¢.

Moment centralny trzeciego rzedu E [(S —E(S ))3J zmiennej S Wynosi:

(A) 5;3
B) 52;
© @
(D) %
(E) %

Wskazowka: mozesz najpierw wyznaczy¢ moment centralny trzeciego rz¢du zmienne;j
losowej S(h), ktora dla dowolnego 4 > 0 jest postaci:

S()=> W (h), -exp(-5-h-m).

m=1
gdzie zmienne W(h)1 , W(h)2 , ... sa niezalezne 1 majq identyczny rozktad ztozony
Poissona z parametrem czgstotliwosci Ak oraz rozkladem pojedynczego sktadnika
wyktadniczym o warto$ci oczekiwanej S . Teraz mozesz wykorzystaé fakt, ze
rozktad zmiennej S (h) zbiega przy h — 0 do rozkladu zmienne;j S.

Uwaga (dopisana po egzaminie):
Zmienna S ma rozklad F(ﬂ/ o.,p ); tatwiej jednak wyznaczy¢ kumulante wybranego rzedu
(np. trzeciego, jak w zadaniu) niz rozktad S.
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Zadanie 10. Zatézmy, ze momenty pojawiania si¢ szkod 7, <7, <...<T <... tworzg proces
Poissona na przedziale (0,90), o intensywnos$ci A . Innymi stowy,
L. T,~T,, T,~T,, T, - T,...
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wykladniczym o
warto$ci oczekiwanej 1/4. Przyjmujemy, ze kazda szkoda, niezaleznie od
pozostatych, jest likwidowana po uptywie pewnego losowego okresu czasu. Mowiac
doktadniej, momenty likwidacji sa zmiennymi losowymi postaci:
T.=T+D,T,=T,+D, ,..T.=T.+D,...

przy czym ,,czasy opoOznienia’’ D,

1

sa niezalezne nawzajem oraz od 7,,7,,7;,... 1
maja jednakowa dystrybuante F .

Oblicz warto$¢ oczekiwang liczby szkod zasztych przed czasem ¢, ale do tego czasu
nie zlikwidowanych, czyli:

« EINO-NOL,

gdzie N(t) oznacza liczbg punktow 7, w przedziale (0,¢], za$ N () oznacza liczbe
punktow T w przedziale (0,¢].

A a(l-F())
(B) ;LjF(x)dx

(C) zj[l — F(x)]dx
(D) /17[1 — F(x)]dx
(E)  AMF(@)

Wskazowka: E []V (t)] = iPr(fi < t).

i=1

Uwagi (dopisane po egzaminie):
e przechodzac do granicy przy ¢ — o dostajemy wazny wynik:
E[N(t)- ]\N/(t)] =A- E(D), co jest wartoscia skonczona jesli tylko E(D) <,
e dla obliczenia samej warto$ci oczekiwanej wystarczylaby niezalezno$¢ parami
zmiennych D,,T.

10



Matematyka ubezpieczen majatkowych 17.05.2003 r.

Egzamin dla Aktuariuszy z 17 maja 2003 r.
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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