Prawdopodobienstwo i statystyka 25.01.2003 r.

Zadanie 1. W urnie znajduje si¢ 25 kul, z ktorych 15 jest biatych i 10
czarnych. Losujemy bez zwracania kolejno po jednej kuli. Konczymy losowanie
w momencie, kiedy wyciagnigte zostana wszystkie czarne kule.

Oblicz wartos¢ oczekiwang liczby pozostatych w urnie biatych kul.
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Prawdopodobienstwo i statystyka 25.01.2003 r.

Zadanie 2. Wektor losowy (X Y ) ma laczna gestos¢ prawdopodobienstwa

2 gdy x20,y>20ix+y<l;
f(x,y)={

0 w przeciwnym przypadku.
X

Podaj gestos¢ g(z) rozkladu zmiennej losowej Z = .
X+Y

(A) g(z)=2zdla0<z<1
(B) g(z)=1dla0<z<1
(©) g(z)=2(1-z)dla0<z<1

(D) g(z)=6z(1-z)dla0<z<1

dla0<z<1

1
(E) g(2) N
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Zadanie 3. Zat6zmy, ze X,,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym,
ciaglym rozktadzie prawdopodobienstwa, majacymi momenty rzedu 1, 2 i 3. Znamy

u=EX,) i o =Var(X,).

Niech f(x) oznacza ggsto$¢ rozkladu pojedynczej zmiennej X,. Wiemy, ze rozklad jest
symetryczny w tym sensie, ze f(u+x)= f(u—x) dla kazdego . x

Oblicz trzeci moment sumy: E(Sj ), gdzie S, =X, +..+X,.

(A) E(S =n’uQnu® +30?)

nu(n’u’® +307)

B) E(s

©) E(S n’ u(np® +307)

y
y
)
(D) E(S3)=n’u(ny’® +257)

(E) Podane informacje nie wystarczaja do obliczenia £ (S j)
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Zadanie 4. Zat6zmy, ze zmienne losowe X, ,..., X, sa niezalezne i majq rozktady normalne.
. 1) . . 1
Zmienna X, ma rozklad N(,u,—_j, innymi stowy E(X,)=u, Var(X,)=- dla i=1,...,10.
[ i

Warto$¢ oczekiwana u (jednakowa dla wszystkich zmiennych) jest nieznana. Nalezy
zbudowa¢ przedziat ufnosci dla x# na poziomie 1—a = 0.95. Przedziat ma by¢ postaci
[,[z —d,ji+d ], gdzie [ jest estymatorem najwiekszej wiarogodnosci parametru g .

Podaj liczbg d taka, ze

Pr(fi—d<pu<jp+d)=095.

(A) d=2.6429
(B) d =0.3920
(C) d =0.1960
(D) d =0.3354
(E) d=0.2643



Prawdopodobienstwo i statystyka 25.01.2003 r.

Zadanie S. Zalozmy, ze X, X,,.... X
losowych o jednakowym rozktadzie wyktadniczym o ggstosci

. jest ciagiem niezaleznych zmiennych

nose

f(x):l exp(—x/ u) dla x>0.
U

Zmienna losowa N jest niezalezna od X,,X,,... X 1 ma rozklad Poissona o wartosci

note

oczekiwanej A . Niech ¢ bedzie ustalona liczba dodatnia,

Y =min(X,,c), Z =X,-Y,

S(Y):z ’ S(Z’:ZN:Z..
i= i=1

Oblicz Cov(s",5).
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Zadanie 6. Zatozmy, ze X,,...,X, ,... jest ciagiem niezaleznych, dodatnich
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie o gestosci

(*) f(x)= xexp(-x) dla x>0.

Niech S, =015, =X, +...+ X, dla m > 0. Okreslmy zmienna losowa M w nastgpujacy
sposob:

M =max{m>0:S, <5}

Oblicz Pr(M =2).

Wskazowka: M jest liczba wyrazow rosnacego ciagu sum
X <X +X, <X +X,+X;,<..

zawartych w przedziale [0,5]. Rozktad okreslony wzorem (*) jest rozkladem Gamma.
Zmienna losowa X, mozna przedstawi¢ jako sume dwoch niezaleznych zmiennych losowych
o rozktadzie wyktadniczym.

) 2
B) e
© e
® 2
® e
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Zadanie 7. Niech N,N,,..,N,, bedzie probka z rozkladu Poissona z nieznanym

parametrem A (parametr jest warto$cia oczekiwang pojedynczej obserwacji, 4 =E,(N,)).

Interesuje nas drugi moment obserwacji, czyli wielko$¢ m,(1)=E,(N?). Chcemy
skonstruowac taki estymator wielkosci m, (A1), ktory jest nieobciqzony 1 ktory jest funkcja
zmiennej S = N, +...+ N, (zalezy tylko od sumy obserwacji).

(A) m, = ﬁSz jest estymatorem o zadanych wlasno$ciach

B) m, = ﬁS 2 - %S jest estymatorem o zadanych whasnosciach

©) m, = ﬁS (S +9) jest estymatorem o zadanych wlasnosciach

« 13 . . Lo . .
(D) m, = 100 N} jest estymatorem o zadanych wlasno$ciach, poniewaz jest nieobcigzony
i=1

1 mozna go przedstawi¢ w postaci wzoru zawierajacego tylko zmienng S

(E) Estymator o zadanych wtasnos$ciach nie istnieje
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Zadanie 8. Niech X, X,,.. X

zbiorze {0,1}, stanowiacym tancuch Markowa o macierzy przejscia

P:|:Poo pm}:[o-g 0-2}
P Pn 02 0.8

Niech Z,,Z,,...,Z,,... bedzie ciagiem zmiennych losowych o warto$ciach w zbiorze {0,1},

. bedzie ciagiem zmiennych losowych o warto$ciach w

noee

niezaleznych od siebie nawzajem i od zmiennych X,,X,,...X, ..., o jednakowym
rozktadzie prawdopodobienstwa:

Pr(Z, =1)=0.9 i Pr(Z, =0)=0.1.

Obserwujemy zmienne Y, = Z, - X,. Oblicz limPr(Y, >7Y, ).

n—0

(A) imPr(Y, >7,,,)=0.45
(B) limPr(Y, >7,,,)=0.40
(C) limPr(Y, >7,,,)=0.10
(D) limPr(¥, >Y,,,) =0.126

(E) limPr(Y, >Y, ) =0.09
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Zadanie 9. Probka X, X,,..., X, pochodzi z rozktadu normalnego N(u,1) z

nieznang wartoscia oczekiwana x4 i wariancja 1. Na podstawie tej probki

zbudowano w standardowy sposob przedziat ufnosci na poziomie 0.95 dla u:

X —1.96/\n . X +1.96/\/n|=[ir_.11,].

Chcemy wykorzysta¢ skonstruowany przedzial do przeprowadzenia testu pewnej hipotezy
statystycznej. Ktore z ponizszych stwierdzen jest prawdziwe?

(A)

(B)

©)

(D)

(E)

Jednostajnie najmocniejszy test hipotezy H, : u =3 przeciw alternatywie H, : ¢ >3 na

poziomie istotnosci 0.025 odrzuca H,, wtedy i tylko wtedy gdy 2 >3

Jednostajnie najmocniejszy test hipotezy H, : u =3 przeciw alternatywie H, : ¢ >3 na

poziomie istotnosci 0.05 odrzuca H,, wtedy i tylko wtedy gdy 2 >3

Jednostajnie najmocniejszy test hipotezy H, : u =3 przeciw alternatywie H, : i >3 na

poziomie istotnosci 0.025 odrzuca H,, wtedy i tylko wtedy gdy i, >3

Jednostajnie najmocniejszy test hipotezy H, : 4 =3 przeciw alternatywie H, : i #3 na

poziomie istotnosci 0.05 odrzuca H,, wtedy i tylko wtedy gdy (42 >3 lub g, <3).

Zadne z powyzszych stwierdzen nie jest prawdziwe.
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Zadanie 10. Zatézmy, ze X, X,,...,. X
losowych o jednakowym rozktadzie wyktadniczym o ggstosci

. jest ciagiem niezaleznych zmiennych

noee

f(x):l exp(—x/ u) dla x>0.
U

Zmienna losowa N jest niezaleznaod X, X,,..., X ... 1 ma rozklad geometryczny dany

wzorem:
Pr(N=n)= p(1-p)" dla n=0,12,.

N
Niech S, = ZX ; (przy tym S, =0, zgodnie z konwencja).

i=1

Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe Pr(N =1|S, =s), dla s >0.

Wskazowka: Warunkowo, dla N >0, zmienna losowa S, ma rozktad wyktadniczy, ktérego
warto$¢ oczekiwang mozna tatwo obliczy¢ znajac E(S, )= E(S, | N >0) Pr(N > 0).

(A) Pr(N=1|S, =5)=1-= exp[—s(l—p)/,u]

(B) Pr(N =1|S, =) =s exp[-s(1- p)/ s]

(C) Pr(N =1|S, =) = expl-s(1- p)/ 4]

(D) Pr(N =1| 8, =) =1-exp[-s(1- p)/ ]

(E) Pr(N =118, :s)zexp[—sp/,u]

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 25 stycznia 2003 r.

Prawdopodobienstwo i Statystyka

Arkusz odpowiedzi’

Zadanienr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 B
2 B
3 C
4 E
5 A
6 B
7 C
8 D
9 A
10 C

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypetnia Komisja Egzaminacyjna.
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