Prawdopodobienstwo i statystyka 12.10.2002 r.

Zadanie 1

Rozwazmy nastgpujaca, uproszczona wersje gry w ,,wojng’’. Talia sklada si¢ z 52 kart.
Dobrze potasowane karty rozdajemy dwoém graczom, kazdemu po 26 i ukladamy w dwie
kupki. Gracze wyktadaja kolejno po jednej karcie z wierzchu swojej kupki i1 sprawdzaja
wysokos$¢ obu kart. Jesli obie wyltozone karty sa rownej wysokosci (dwa asy lub dwa kroéle
itd.) to méwimy, ze nastepuje wojna. Po sprawdzeniu, obie karty odkladamy na bok i nie
biora juz one udziatu w dalszej grze. Powtarzamy te procedurg 26 razy; gra konczy sig, gdy
obaj gracze wytoza wszystkie karty.

Oblicz wartos$¢ oczekiwang liczby wojen.
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Zadanie 2
Niech W, ,W,,W, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie
wyktadniczym o gestosci

Ae™ dlaw>0;

f(W):{ 0 dlaw<DO.

Oblicz mediang zmiennej losowe;j

W, +Ww,
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(D) med = 3
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(E) med = 5
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Zadanie 3
Zatézmy, ze K oznacza liczbe sukcesow w n probach Bernoulliego z nieznanym
prawdopodobienstwem sukcesu &, czyli

Pr(K = k) = (Zj@k (1-6)"*.

Rozwazmy estymator parametru 6 postaci

a+K

0 = .
b+n

Niech n=16. Przypusémy, ze dodatnie liczby a 1 b dobrane zostaly tak, ze funkcja ryzyka
estymatora,

R(O) = E,[(0-0)°]
jest funkcja stata, czyli R(€) = R dla kazdej wartosci parametru 6.

Jesli stwierdzisz, ze a 1 b mozna tak dobra¢, podaj liczbg R .

1
(A) k=7

1
B k=16

1
© R=1%

(D) nie istnieja takie liczby a i b dla ktorych ryzyko jest stale

1
(B) R=



Prawdopodobienstwo i statystyka 12.10.2002 r.

Zadanie 4
Wiemy, ze zmienne losowe X, X,,...,X, ..., X, sa niezalezne 1 maja jednakowy rozktad
prawdopodobienstwa. Zakladamy, ze l<m<n i znamy Var(X,)=0c’. Niech

S, =X, + X, +.+X, 1§, =X +X,+..+X, +..+X,.

Oblicz E Var(S,,|S,)-

(A)  E Var(S,|5,)="0"
n

B) E Var(S,|S,)=—"—0"
n+1
(C) podane informacje nie wystarczaja do obliczenia E Var(S,, |S,)

n_l 2
(o}

(D) EVar(S, |S,)=m

n—m 2

(E) EVar(S, |S,)=m o
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Zadanie 5
Zatozmy, ze X,Y sa zmiennymi losowymi o lacznym rozkladzie normalnym,
EX)=EXY)=0,Var(X)=Var(Y)=11 Cov(X,Y)=p.

Oblicz Var(XY).

(A) Var(XY)=1+p°
(B) Var(XY)=1+2p°
(C) Var(XY)=1-p’
(D) Var(XY)=1

(E) Var(XY)=(1+p*)’
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Zadanie 6
Zatdézmy, ze X,,..., X, jest probka z rozkladu normalnego N(u,l), zas Y,,...,Y, jest probka z

rozkladu normalnego N(u,2°). Niech

= 1 : : : : :
X = —ZX ; bedzie Srednia z pierwszej probki;

i=1
_ 1L
Y = 5 z Y. bedzie $rednig z drugiej probki.

(Wariancja jest dla obu probek znana, za§ y jest nieznane).
Znajdz takie liczby r i d, zeby przedziat
[rX+(1-r)Y —d, rX+(1-r)Y +d]

byt przedziatem ufnosci dla x na poziomie ufnosci 1—a =0.95 1 przy tym dlugos¢ tego
przedziatlu (2d ) byta najmniejsza.

(A) r=0.47, d=0.980
(B) r=0.69, d =1.022
(C) r=0.50, d =0.888
(D) r=0.53, d =1.960

(E) r=0.64,d=0.784
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Zadanie 7
Niech X, X,,..., X, bedzie probka z rozktadu prawdopodobienstwa Pareto o dystrybuancie

I—Lg dla x >1;
Fy(x) = o

0 dlax<]l.

Przyjmujac bayesowski punkt widzenia, przyjmujemy, ze nieznany parametr € jest zmienng
losowa o rozkladzie a priori wyktadniczym, z ggstoscia

-160 > 0
2(0) = Ae dla 6 > 0;
0 dlab<DO.

Oblicz bayesowski estymator parametru €, czyli warto$¢ oczekiwana a posteriori:

O=E@|X,,..X,).

(A)é: n+1
dnX, +4
(B)é_ZInXi+/1
n+1
C =
©0=5—
n+A
D) 6 =
®) l+ZlnXl
(E) 6 = n+A
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Zadanie 8
Niech y. (n) oznacza kwantyl rzedu 0.1 rozkladu chi-kwadrat z n stopniami swobody

(liczbg, od ktorej zmienna losowa o rozkladzie chi-kwadrat jest mniejsza z prawdopodo-
bienstwem 0.1).

Oblicz
. Xoa(m)—n
g=lin
(z doktadnoscia do 0.01).
(A) g=1.8l1
(B) g=-1.28
(C) g=-1.28l1
(D) g=-2.56

(E) granica nie istnieje
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Zadanie 9
Niech X,...,X,, bedzie probka z rozktadu prawdopodobienstwa o ggstosci

Ox’" dla 0<x<1;

xX)=
Jo®) {0 w przeciwnym przypadku.

Rozwazmy test jednostajnie najmocniejszy hipotezy H,:6 =1 przeciwko alternatywie
H, :6 >1 na poziomie istotnosci  =0.01. Dla jakich warto$ci parametru € ten test ma moc
nie mniejsza, niz 0.99 ?

(Podaj wynik z doktadnos$cia do 0.01).

(A)  moc 2099 wtedy itylko wtedy, gdy € >4.55
(B) moc > 0.99 wtedy i tylko wtedy, gdy & >9.07
(C)  nie istnieje takie 6 >1, dla ktérego test ma moc > 0.99
(D)  moc 20.99 wtedy itylko wtedy, gdy € > 4.61

(E) moc > 0.99 wtedy i tylko wtedy, gdy & >8.09
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Zadanie 10
Rozwazmy nastgpujacy schemat urnowy:

W kazdej z 10 urn znajduja si¢ 2 kule, oznaczone liczbami:

W urnie 1 znajduja si¢ 2 kule oznaczone liczba 1,
w urnie 2 znajduja si¢ 2 kule oznaczone liczba 2,

w urnie 10 znajduja si¢ 2 kule oznaczone liczba 10.

Losujemy kule z urny 1 1 przekladamy ja do urny 2. Nastepnie (po wymieszaniu kul)
losujemy kulg z urny 2 i przektadamy do urny 3, itd., kulg wylosowana z urny 9 przektadamy
do urny 10, wreszcie losujemy kule z urny 10. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ta ostatnia
wylosowana kula ma numer wigkszy, niz 6 ?
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypetnia Komisja Egzaminacyjna.
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