Matematyka ubezpieczen majatkowych 13.04.2002 r.

Zadanie 1.

NiechT bedzie czasem likwidacji szkody, mierzonym w taki sposob, ze T =0 gdy
szkodg zlikwidowano w ciagu tego samego roku, w ktorym do niej doszto, T =1 jesli
w ciagu nastepnego roku, T =2 jesli jeszcze w nastgpnym roku itd. W tabeli ponizej
podany jest rozktad zmiennej T . W tej samej tabeli podane sa warunkowe oczekiwane
wartos$ci szkody (migedzy warto$cia szkody Y a czasem jej likwidacjl wystepuje
dodatnia zalezno$¢).

j 0 1 2 3
PT = j) 0.4 0.3 0.2 0.1
E(Y/T=]) 10 15 20 30

Ani T, aniY nie zaleza od tego, w ktorym roku kalendarzowym do szkody doszto.

Niech n, oznacza ilo$¢ szkod, ktore zaszty w ciagu roku t. Mamy dane na ten temat z
roku t, oraz kilku lat poprzednich:

t t, t,—1 t,—2 t, -3
n, 100 80 60 40

Oznaczmy literamA i B nastepujace zdarzenia:
e A- szkala, wylosowana ze zbioru szkod do ktorych doszto w latach od t, —3

do t, wlacznie, na koniec roku t, oczekuje jeszcze na likwidacje,
e B - szkoda, wylosowana ze zbioru szkod do ktorych doszto w latach odt, — 3

do t, wlacznie, zostata zlikwidowana w ciagu roku t,

Stosunek warunkowych warto$ci oczekiwanych Eg? gg WYnosi:
(A) 1.00
B) 1.17
(C) 133
(D) 1.50
(E) 1.67
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Zadanie 2.
Rozktad warunkowy dwoch ryzyk X i Y przy danej wartoéci parametru ryzyka Z ma
nastgpujace charakterystyki:

Cov(X,YIz)=2Z ,

E(X/2)=3Z,

E(Y/Z)=2Z ;
podczas gdy zr6znicowanie parametru Z w populacji ryzyk daj si¢ opisa¢ rozktadem
logarytmicznorormalnym takim, ze In(Z) ma rozktad normalny o parametrach
(ot)=(0. 1)

10

COV(X,Y) wynosi w przyblizeniu (wybierz najblizsza odpowiedz):

(A)  2.00
(B) 215
(C) 2.30
(D) 245
(E) 250
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Zadanie 3.
Zmienna losowa:
S=Y, +..+Yy, (przyjmujemyS=0 jezeli N =0)
ma ztozony rozktad geometryczny:
k+1
Pr(N =k)=@j : k=012,...

W tabeli ponizej podano rozktad prawdopodobienstwa sktadnika Y. W tejze tabeli
podano takze obliczone dla k =0,1,...5 prawdopodobienstwa Pr(S = k) .

PrY =k) [Pr(S=k)

0 0.50000
0.2 0.05000
0.3 0.08000
0.1 0.04050
0.2 0.06855
0.1 0.04693
0.1 ?

Ol |~ |W|IN|F|[O|X

Pr(S = 6) wynosi w przyblizeniu (wybierz najblizsza odpowiedz):

(A)  0.0425
(B)  0.0450
(C) 0.0475
(D)  0.0500
(E)  0.0525
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Zadanie 4.

Decydent maksymalizuje oczekiwana warto$¢ funkcji uzytecznos$ci postaci:
u(x) = const-exp(-x)

Jego wyj$ciowy majatek wynosi W =1, narazony jest on jednak na ryzyko X:

Pr(X =1)=1-Pr(X :o):%

Rynek ubezpieczeniowy oferuje wszystkie kontrakty pokrycia nadwyzki ryzyka X

ponad kwote d €[0,1] za @ne:

P(d)=2El(x -a).]

Wartos¢ d”~ parametru kontraktd, przy ktorej oczekiwana uzyteczno$é osiaga
maksimum, wynosi:

A d =0

® d :Ing
© o :Ing
© d :In%

(E) d =1 (brak ubezpieczenia)
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Zadanie 5.

W momenciet, wiemy o pewnym ryzyku, iz generuje ono szkody zgodnie z
procesem Poisson@it), a o parametrzel zakladamy a priori iz jest realizacja
zmiennej losowej A 0 rozktadzie Gamma(a, ,B), danym na polosi dodatniej
gestoscia:

fAu):%-W-exd— p2),

z parametrami: o =2, f =10.

RozpoczgliSmy obserwacjg procesu w momencie t,, 1 prowadziliSmy ja do momentu
t, wystapienia pierwszej szkody. Warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej A pod
warunkiem iz t, =t, + 2, wynosi:

™
®
© -
©
® o
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Zadanie 6.
Przy danej warto$ci parametru ryzyka A laczna warto$¢ szkod X z pewnego ryzyka
ma zlozony rozktad Poissona z parametrami (A, F,,,(-), a warunkowa warto$¢

oczekiwana pojedynczej szkoiydana jest wzorem:
E(Y|A)=10-(1+2-A).
Parametr ryzyka\ ma rozktad Gamma (a, o) ), dany na p6losi dodatniej ggstoscia:

n(a)=%w-exd—m>,

z parametrami: « =4, S = 20.

E(X) wynosi:
(A) 280
(B) 2.85
(C) 2.90
(D) 2.95
(E) 3.00
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Zadanie 7.

Laczna warto$¢ odszkodowan za szkody zaistniate w danym roku sktada si¢ z dwoch
komponentow:

X, -tacznej warto$ci odszkodowan wyplacanych w ciagu tego samego roku

X, -tacznej warto$ci odszkodowan do wyptacenia w latach nastgpnych.
Przyjmujemy nastgpujace zalozenia:
e o warunkowym rozktadzie ww. zmiennych przy danej warto$ci parametru

ryzyka A :
E(Xo/A)=A-m - p VARX,/A)=A-m,-p
E(X,/A)=A-m-q, VARX,/A)=A-m,-q,  COV(X,,X,/A)=0
e oraz o bezwarunkowym ritadzie parametru ryzyka A:
E(A)=A, VARA)= L

oraz iz znamy warto$ci parametru 1-q=p e (0,1) oraz (dodatnich) parametrow
m,m,, A orazL’.
Po zaobserwowaniu warto$ci zmiennej X, przeprowadzamy predykcj¢ zmiennej X,

za pomoca najlepszego liniowego predyktora postaci:
BLP(X,/X,)= q-(z-l- X,+(@-2)-A- mlJ.
Y

Wspotczynnik z zapewniajacy, iz predyktor jest rzeczywiscie najlepszy wsrod
liniowych, jest postaci:

2 2
® 2= P

L> p-mf+A-m,
L>-p-
® 2= pm
p-m,+A-m;
L2. m?
© z=5 Lt
L*>-m,
D zZ= —
) L>-m, +A®- p-nmy
(E) z= L pm,

L p-m, + A® -y
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Zadanie 8.

Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym postaci:
U,=u+c-n-S,, n=012,..

gdzie S, =W, +W, +...+W, jest procesem o przyrostach niezaleznych o identycznym
rozktadzie (w skrocie: rozktadzie zmiennej losowej W).

Wyznaczamy sktadke c za portfel ryzyk gen@jacy taczng warto$¢ szkod W
przyjmujac dla uproszczenia, iz prawdopodobienstwo ruiny ¢ spetnia réwnosé
& = expRu), gdzieR to adjustment coefficientas u to nadwyzka poczatkowa.

Przyjmujemy, iz zmienna W posiada funkig generujaca momenty, oraz ze
charakteryzuje si¢ dodatnia (i niepomijalna) skos$noscia y,, , natomiast wyrazy
wyzszych rzedéw w rozwinigciu logarytmu funkcji generujacej momenty sa
pomijalne.
Przyjmujemy takze konkretne zatozenia liczbowe:

e nadwyzka poczatkowa jest rowna dwukrotnos$ci odchylenia standardowego

zmiennejW. u=20,,

e przyjety poziom bezpieczenstwa wynosi: & = exp(3)

W rezultacie otrzymujemy formute sktadki:

Cc= E(W)+6W '(ao+ai'7w)

parametra, formuty wynosi:

® a2
® a-:
© a-g
O a3
® a-y
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Zadanie 9.
Wartos$¢ pojedynczej szkody Y ma rozktad Pareto dany dystrybuanta:

3
Fy(y)=1—(%] da y>0 oraz F,(y)=0dlay<O0.

Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela U (t) w czasie
ciagtym. Tak wigc szkody pojawiaja si¢ zgodnie z procesem Poissona z
intensywnoscia A, a intensywnos$¢ sktadki (naptywajacej w sposob ciagly) wynosi:
5
c=—-A1-E(Y).
> )

Przyjmujemy iz nadwyzka poczatkowa jest zerowa.
NiechT =inf{t: t>0,U(t)<0} oznacza moment czasu, w ktérym dochodzi do
ruiny (przyjmujemyT = jesli dla dowolnego t > 0 nadwyzka jest nieujemna).

Niech funkcja:

G(h)=Pr{(T <o)A(U(T)<-h)), h=0

okresla prawdopodobienstwo zdarzenia, iz do ruiny dojdzie, 1 ze deficyt w momencie
ruiny przekroczy warto$¢ h.

Warto$¢ G(2) wynosi:

A) 23
B) 35
©C) 59
D) 12
(E) 4/9
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Zadanie 10.

Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym postaci:
U,=u+c-n-S,, n=012,..

gdzie S, =W, +W, +...+ W, jest procesem o przyrostach niezaleznych o identycznym
rozktadzie (w skrocie: rozkladzie zmiennej losowej W) takich, ze Pr(W > O) =1.

Zalozmy, ze ¢ < E(W)< co. Wobec tego ruina jest pewna.

Niech T(u) oznacza czas ruiny:

T(u)=inf{n: ne{012..}, U, <0},

zas E(T(u)) oczekiwany czas ruiny (traktowany explicite jako funkcja zmieniej
Oczywiscie dla ujemnych wartosci u ZaChOdZiE(T(u)) =0.

Dla nieujemnych wartoci u funkcja E(T(u)) spetia tozsamosé catkowa:

B E(()= [ETu+c-x)dR, ()

0

B) E(T()=1+ TE(T (u+c—x))dFR, (x)

©  E(W)=1-F,(u+c)+ [ET(u+c-x)dR, ()

D) E(Tu)=1-F,(u+c)+F,(u+c) I E(T(u+c—x))dR, (x)

()  E(T(u)=1-Fy(u+0)+ Fy(u+c) | L+ ET(u+c—x)JdR, ()

0

WskazowkaRozwaz dwa roztaczne zdarzenia: U, <0 oraz U, > 0

10
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XXV Egzamin dla Aktuariuszy z 13 kwietnia 2002 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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