Matematyka ubezpieczen majatkowych 17.06.2000 r.

Zadanie 1.

Pewien decydent posiada wyjsciowy majatek w kwocie w =10. Narazony jest on na
stratg X o rozktadzie normalnym z parametrami (/,l, o’ ) = (2, 6). (Strata jest tutaj

terminem umownym, poniewaz z pewnym prawdopodobienstwem bedzie ujemna, a
wiec de facto wystqpi zysk).
W swoich decyzjach kieruje si¢ maksymalizacjq funkcji uzytecznosci o postaci:

u(x) = —exp@—é D(@

Decydent dokonuje wyboru wspotczynnika S [ [O, 1], w efekcie czego na jego udziale
pozostanie strata w wysokosci 8 [X , natomiast pozostata czesC straty w wysokosci

(1— B ) [X pokryje inny podmiot za cenge rowna g [(1— B ) LU.
Decydent wybierze wspotczynnik B rowny:

(A 0
® 3
©
© =
E) 1
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Zadanie 2.

Ubezpieczyciel majatkowy planuje, ze w pierwszym roku dziatalnosci uzyska sktadke
zarobiong w wysokosci 33 min euro. Rozklad tacznej wartosci szkod dla wartosci
przyblizamy rozkladem normalnym o S$redniej odpowiadajace] wspodtczynnikowi
szkodowosci rownemu 65% 1 odchyleniu standardowym 7 mln euro. Zaklada sig, ze
80% wartosci zaistnialych szkod zostanie wyplacone, a na pozostale 20% bedzie
utworzona rezerwaszkodowa. Utworzona zostanie ponadto rezerwa skladki w
wysokosci 2 min euro.

Ubezpieczyciel chce zawrze¢ umowg reasekuracyjng typu quota share, ktora zapewni,
ze z prawdopodobienstwem 0,95 warto$¢ marginesu wyptacalnosci nie przekroczy 6
min euro. lle pounien wynies¢ udzial reasekuratora?

A 17%
(B) 19%
(C) 21%
(D) 23%
(E) 25%
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Zadanie 3.
Y Yo, ooty Y, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na

przedziale [O, 1]. N jest zmienng losowa o rozkladzie Poissona z parametrem
czestotliwosci A, niezalezna od zmiennych Y, . Niech:

M :EnaxYl,Yz,...,YN} gdy N>0
0 0 gdy N=0
Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(N|M ) WYynosi:

A AM
(B) 1+AM

A+AM gdy M >0

C

©) E 0 gdy M =0
(D) e)\[ﬂ/l

E) '™ gdy M >0

%0 gdy M =0

Uwaga(dopisana po egzaminieo zadanie ma ciekawa ogolniejsza wersje, gdy o
zmiennychY,, Y,,...,Y,,... zakladamy iz pochodza z dowolnego rozktadu

okreslonego na potosi dodatniej - wtedy jednak w odpowiedzi w miejsté pojawi sie
Fe(m).
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Zadanie 4.
Ubezpieczyciel majatkowy osiagnal w pierwszym roku sprzedazy ubezpieczen w
pewnej grupie nastgpujace wyniki:

Ilos¢ umow 200
Przypis 20 000 zt
Koszty akwizycji 4 000 zt
Rezerwa skladki 6 000 zt
Odszkodowania 10 000 zt
Rezerwa szkodowa 2 000 zt

Byly to roczne umowy ze sktadka jednorazowa.
Zaktadamy, ze:
* ryzyko rozklada si¢ rowno w czasie (nie jest sezonowe),
* inflacja jest pomijalna,
* nie bylo reasekuracji.
Wysokos¢ rezerwy na pokrycie ryzyka niewygastego (ponad zwykla rezerwe sktadki)
nalezy na koniec roku utworzy¢ w wysokosci:

(A) oz

(B) 1000zt
(C) 1200z
(D) 1500 zk
(E) 2000zt
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Zadanie 5.

Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela postaci:
U(t):u +clt- S(t),

gdzie:

© sO=Y.

* VY.,Y,,... sa warto$ciami kolejnych szkod (niezaleznymi, o identycznych
rozktadach danych dystrybuantg F, ([)1,
« N(7) jest proesem Poissona z parametrem czestotliwosci A .

Oznaczmy przeX prawdopodobienstwo ruiny:
W= PI’(T < 00) , gdzieT oznacza moment zajscia ruiny: T =inf {t » t20, U (t) < O}.

Zalozmy, 1z mamy dodatni narzut bezpieczenstwa, a wigc 1z zachodzi:
f=—S -1>0
ALE(Y)

Wiadomo, ze przy tym zatozeniu prawdopodobienstwo ruiny LIJ(u) jako funkcja
nadwyzki poczatkowe] U rowne jest ogonowi dystrybuanty maksymalnej catkowitej
stratyL.:
W(u)=1-F (u)

Aproksymacja funkcji prawdopodobienstwa ruiny metoda Beekmanna —
Bowersa wymaga, aby migdzy dystrybuantami F, ([)1 oraz F, ([)] zachodzit okreslony

zwiazek, oraz aby rozklad zmiennej L posiadat skonczone momenty pierwszych
dwoch rzedow.

Na to, aby wymagania metody BeekmanndBewersa byly spelnione, potrzeba i
wystarcza, aby dodatkowo zatozy¢:

(A)  izrozktad zmiennej Y posiada funkcje generujacg momenty o wartosciach
skonczonych w pewnym otoczeniu zera

(B) iz rozklad zmiennej Y posiada momenty wszystkich rzedow (skonczone)
(C)  izrozklad zmiennej Y posiada skonczone momenty rzedu 1, 2, 314

(D) iz rozklad zmiennej Y posiada skonczone momenty rzedu 1, 21 3

(E) izrozklad zmiennej Y posada skonczone momenty rzedu 112
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Zadanie 6.

Proces zglaszania szkdd jest poissonowski, ze stalym w czasie natgZeniem (powiedzmy, rzgdu
wielu tysigcy rocznie). Dla kazdej zglaszanej szkody czas, jaki uplywa od momentu jej
zgloszenia do momentu likwidacji, ma rozklad wykladniczy z wartoscia oczekiwang rowng pot
roku.

Wybieramy pewien moment czasliZe zbioru wszystkich szkdod, ktére w tym momencie

oczekuja na likwidacje, wybieramy losowo jedna szkodg. Oznaczmy przez T, moment jej
zgloszenia, za$ przez T, moment jej likwidacji. Oczywiscie zachodzi:

T, <t<T,

Przyjmujemy, iz zmienne T, i T, sa dobrze okreslone (pomijamy jako praktycznie
nieprawdopodobne zdarzenig w danym momencie zbidr szkod oczekujacych na likwidacje
jest pusty).

E(T2 —Tl) WYnosi:

(A) % roku
(B) g roku
(©) :31 roku
(D) g roku
(E) 1 rok
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Zadanie 7.

W pewnym rodzaju ubezpieczenia kazde ryzyko generuje szkode (co najwyzej jedng) z
takim samym prawdopodobienstwem. Populacja ryzyk charakteryzuje si¢ jednak
duzym zréznicowaniem, reprezentowanym przez zmienna losowg B, ktorej realizacja
[ dla danego ryzyka jest parametrem rozktadu wartosci szkody (wyktadniczego):

fY\B:ﬁ (y) =B,

Jesli przyjmiemy, iz parametr B ma w populacji ryzyk rozklad jednostajny na przedziale
(0,2,
to rozktad losowo wybranej szkody z tego portfela (przy zatozeniu, iz portfel
wygenerowat przynajmniej jedng szkode) ma gestose:

@) fY(y)=%E(1—e‘y —y@?)
(B) fY(y)=§E(a—e‘y —yE?)
© f(y)=1rf-e”)

1 _
©  f(y)==d-e)

® )= Sd-ye)
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Zadanie 8.
Niech przy danej wartosci parametru 6 laczna wartos¢ szkod w portfelu liczacym n

ryzyk:
S(n)=Y, +...+ Yy,

ma zlozony rozktad Poissona o czgstotliwosci rownej n[A i rozktadzie pojedynczego
sktadnika o parametrach:

E(vo=6)= u(e)

VARY|© =6) = (u(O)) .

Parametr@ rozktadu zmiennej Y pochodzi z rozktadu zmiennej losowej ©, 0 ktGrym
wiemy, ze:

E(u(©) =

VAR(0))=2’
Kwadrat wspotczynnika zmienno$ci zmiennej S(n), to znaczy iloraz:

VAR(S(n))

[ESE)

WYNosi:

a2+n|2]dl-l2+a2)
2

(A)
u
- 3@% + 202
u? A
© Er2w
u? A
az_,_idﬂz_'_az)
(D) n A .
u
3@2 + 202
(E) MZDT]ZD\Z

Wskazowka:weroc uwage, iz parametr ryzyka © realizuje si¢ na tym samym poziontie
dla calego portfela (to moze byc np. poziom cen, ktory staramy si¢ przewidzie¢ — |
wtedy u oraz a’ interpretowac mozemy odpowiednio jako nieobciqzonq prognoze
punktowq i jej wariancje)
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Zadanie 9.
Niech przy danej wartosci parametru A laczna wartos¢ szkod w portfelu liczacym n

ryzyk:
S(n)=Y, +...+ Yy,

ma ztozony rozktad Poissona o czestotliwosci rownej n[A i rozktadzie pojedynczego
sktadnika o parametrach:

E(v)=u

VARY) = 2.

ParametrA rozkladu ilosci szkéd N(n) pochodzi z rozktadu zmiennej losowej A, 0
ktorym wiemy, ze:

E(A)=L

VAR) = A?

Kwadrat wspotczynnika zmienno$ci zmiennej S(n), to znaczy iloraz:

VAR(S(n))

[E(st))*

WYynosi:
20 + A?
A -
*) n?
gE|_+A2
(B) nT
gEI_+2DG\2
(C) nT
L + A?
D
(D) 7
1E|_+A2
(E) nT

Wskazowka: zwro¢ uwage, iz (podobnie jak w poprzednim zadaniu) parametr ryzyka
N realizuje sie na tym samym poziomie dla catego portfela, co moze mieé podobng
interpretacje w kategoriach prognozy obarczonej bledem.
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Zadanie 10.

Laczna wartos¢ szkdd w portfelu liczacym n ryzyk:

S(n)=Y, +...+ Yy,

ma zlozony rozktad Poissona o czgstotliwosci rownej 0.10h i rozktadzie
pojedynczegaktadnika o dystrybuancie:

R, 1) =1-¢°%"

Niech teraz ZmiennR(n) oznacza taczna warto$¢ nadwyzek kazdej ze szkdd ponad
wartos$¢ 100, pokrywang przez reasekuratora:

R(n) = max{(y, ~100), 0}+...+max(y(, -100) Of

Kwadrat wspotczynnika zmiennosci zmiennej R(n), to znaczy iloraz:

VARR(n))

[ERE

WYynosi:
(A) ZOBen;l
B) 2 Ben:
© 1OBen;l
®) 10cf

n
E) 20cf

n

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 17 czerwca 2000 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacj
1 B
2 D
3 C
4 C
5 D
6 E
7 A
8 A
9 B

10 E

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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