Pawel Strawinski Notatki do ¢éwiczen z ekonometrii

1 Metoda Najwiekszej Wiarogodnosci

1.0.1 Wprowadzenie

Dotychczas omawiane modele szacowane byly za pomoca metody naj-
mniejszych kwadratéw. Jednak takie modele nie wyczerpuja wszystkich moz-
liwosci. Istnieje duza rodzina modeli ktérych nie da si¢ oszacowac¢ za pomoca
tej metody. W takich przypadkach stosuje sie metoda najwiekszej wiarogod-
nosci.

1.1 MNW

Metoda najwiekszej wiarogodnosci polega takim wyborze wartosci dla
szacowanych parametrow, ze maksymalizuja one funkcje wiarogodnosci.

Lemat 1 Wiarogodnosé jest to funkcja L : © — R dana wzorem:
LO) = fO,z4,...,2,)

Funkcja wiarogodnos$ci jest to funkcja gestosci prawdopodobienstwa, ale
rozwazana jako funkcja parametru lub zbioru parametrow 6 przy ustalonych
wartosciach z préby zq, ..., x,.

Lemat 2 0 jest estymatorem najwiekszej wiarogodno$ci nieznanego parame-
tru 0 jezeli:

f(é(:vl,...,xn);xl,...,xn) =sup f(0,xq,...,2,)
9cO

1.2 Modele Wyboréw Dyskretnych

Wiele zjawisk bedacych obiektem badania w naukach spolecznych ma
charakter dyskretny. Dyskretne zmienne zalezne powstaja w wyniku wybo-
ru jednej z wieku mozliwych alternatyw. Liczba potencjalnych wyboréw jest
skoniczona. Modele oparte na zasadzie regresji liniowej nie opisuja ich z duza
doktadnoscia, bowiem zmienna zalezna w takim przypadku nie jest ciagta.
Przyktadami zjawisk ekonomicznych o charakterze dyskretnym sa np. pod-
jecie decyzji o zakupie dobra trwatego przez gospodarstwo domowe, czy jego
posiadanie, status aktywnosci zawodowej, czyli to czy osoba pracuje czy jest
bezrobotna, czy fakt, ze osoba sie uczy badz nie. Te zjawiska taczy wspolna
cecha: dla kazdego z nich mozliwe sa dwa stany zmiennej, bedacej przed-
miotem zainteresowania. Jednak nie wyczerpuje to wszystkich mozliwosci
zastosowania modeli wyboréw dyskretnych. Jezeli te same zjawiska bedzie-
my badali od innej strony, np. nie fakt czy osoba pracuje czy nie, ale jaki
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ma zawod, nie fakt czy osoba sie uczy czy nie, ale jakie osiggneta najwyz-
sze wyksztalcenie, to w takim przypadku kazde zjawisko ma wiecej niz dwa
stany. Takie zjawiska rowniez mozna analizowaé za pomocg modeli wyborow
dyskretnych.

1.2.1 Model losowej uzytecznosci

Podstawg teoretyczng dla modeli wyborow dyskretnych jest model losowe;j
uzytecznosci (Random Utility Model). W tym modelu jednostka i dokonujaca
wyboru moze go dokonaé¢ spoéréd J dostepnych alternatyw. Z kazda z nich
zwigzany jest pewien poziom osigganej uzytecznosci. Uzyskiwana uzytecz-
no$¢ z wyboru mozliwosci 7 wynosi:

Uij=Xij+eij (1)

Mozna ja roztozy¢ na dwie czesci. Zalezng od ujawnionych parametrow zwia-
zanych ze zmiennymi X ;, oraz nieujawnionych ¢; ;. O czesci ujawnionej za-
ktadamy, ze jest wszystkim znana. W jej sktad zazwyczaj wchodza rézne cha-
rakterystyki spoteczno-demograficzne oraz czynniki zwiazane z przedmiotem
wyboru. Czesé nieujawniona jest znana jedynie podejmujacemu decyzje, na-
tomiast badacz tworzac model nie zna jej i traktuje ja jako zmienna losowsg o
pewnym rozktadzie prawdopodobienstwa. Zaktadamy, ze decydent postepuje
racjonalnie i dokonuje wyboru maksymalizujac swojg uzytecznosé. Budujemy
model, w ktérym prawdopodobienstwo takiego wyboru wynosi:

Pr(y; =) = Pr(U; > Uy Vj#F)

Analityczna posta¢ modelu zalezy od wyboru rozktadu zaburzen losowych.

1.2.2 Logit i probit

Rozpoczniemy od najprostszego przypadku, w ktorym zmienna zalezna
ma charakter dyskretny i przyjmuje tylko dwie wartosci. Celem jest osza-
cowanie parametréw modelu, w ktorym mozliwe sa dwa stany: zjawisko nie
wystapito, zazwyczaj oznaczane przez 0, oraz stan w ktorym zjawisko wy-
stapito, oznaczane przez 1, to model (1) mozemy zapisaé¢ jako:

Pr(y;=1)=F(0,X;) (2)

czyli prawdopodobienstwo wyboru konkretnej alternatywy jest funkcja od
obserwowanych charakterystyk X; i zbioru parametréw 6. Do lat siedem-
dziesiatych ubiegtego wieku powszechnie przyjmowano za F(, X;) funkcje



Pawel Strawinski Notatki do ¢éwiczen z ekonometrii

liniowg, a w konsekwencji liniowy model prawdopodobienstwa. Posiada on
nastepujace wtasciwosci:
Pr(y;=1) = X'p

Pr(y;=0)=1-X'p

wektor parametrow (8 odzwierciedla wpltyw poszczegolnych zmiennych na
prawdopodobienstwo wystapienia jednej z dwéch mozliwych sytuacji. Jego
zalety jest to, ze moze by¢ szacowany metoda MNK.

yi=XiB+e (3)

Ale ma tez powazne wady. Po pierwsze postaé (3) nie gwarantuje, ze wartos¢
dopasowana modelu 2’3, ktora jest interpretowana jako prawdopodobienstwo
wystapienia stanu zakodowanego jako 1, lezy pomiedzy zerem a jedynka. Po
drugie, poniewaz zmienna objasniana przyjmuje tylko dwie wartosci 0 i 1,
to sktadnik losowy ma rozklad dwumianowy i jest réwny ¢ = —X’( lub
e =1— X'3. Wobec tego mozna pokazaé, ze warunkowa wariancja wynosi:

var(e | X) = X'B(1 — X'B)

Poniewaz X' moze przyjmowaé rézne wartosci, nie mozemy mie¢ pewno-
Sci ze wariancja w modelu liniowym prawdopodobienstwa bedzie nieujemna.
Ponadto, sktadnik losowy jest heteroscedastyczny.

Wobec tych niepozadanych cech modelu liniowego w praktyce ekonome-
trycznej uzywa sie dwoch innych funkeji prawdopodobienstwa. Przyjecie roz-
ktadu normalnego prowadzi nas do modelu probitowego:

X6
Pr(y;=1) = ¢(t)dt = D(X'P) (4)

A przyjecie rozktadu logistycznego do modelu logitowego.

!
eX'P

Pr(yizl):m

= A(X'B) ()
Poniewaz obie funkcje sg funkcjami prawdopodobienstwa ich wartosci sa
ograniczone przez 0 i 1. Oba rozktady sa symetryczne wzgledem zera. Tym
co je rézni jest wariancja. Dla rozktadu normalnego wynosi ona 1, dla lo-
gistycznego 7;—2 Oba rozktady sa do siebie bardzo podobne, z ta roznica ze
logistyczny ma grubsze ogony. Jezeli nie dysponujemy duza proba niemozli-
woscig jest rozrézni¢ z ktorego z nich zostata ona wylosowana. Wobec tego, w
modelach jednoréwnaniowych nie ma znaczenia, ktora funkcje wybierzemy, z
wyjatkiem sytuacji gdy prawdopodobienstwo skupia si¢ w ogonach rozktadu.
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1.2.3 Estymacja

7 wyjatkiem modelu prawdopodobienstwa liniowego modele wyborow
dyskretnych szacowane sg metoda najwiekszej wiarogodnosci. W przypad-
ku modeli dwumianowych kazda obserwacja jest traktowana jako realizacja
zmiennej losowej z rozktadu Bernoulliego o nieznanych parametrach z praw-
dopodobienstwem sukcesu F'(2'(3). Laczna funkcje prawdopodobiefistwa za-
pisujemy jako:

PriYi=yi,Yo=ya... .Yy =y | X) =11, [1 _ F(x’ﬁ)} I, [F(x’ﬁ)}

Funkcja wiarogodnosci dla n obserwacji moze by¢ zapisana jako:
n , 1-y; , Yi
LB X) =T [1 - F@B)] " |Fis)] (6)
logarytmujac (6) otrzymujemy:

n

nL=Y" ((1 ) |1 - F)| + [F(wgm}) ()

i=1

obliczajac pochodng funkcji wiarogodnosci otrzymujemy uktad réwnan nor-
malnych

=3 g+ =)= e =0 8
e I ®)
gdzie F; to dystrybuanta, a f; funkcja gestosci prawdopodobienstwa. Roz-
wigzaniem tego uktadu réwnan jest wektor parametrow, ktory nazywamy
estymatorem najwiekszej wiarogodnosci i oznaczamy ENW (f3).
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1.2.4 Przyktad 1.

Przyklad ten pochodzi artykutu Thomasa Mroz’a (1987) dotyczacego ak-
tywnosci kobiet na rynku pracy. Dane do artykutu pochodzg z roku 1976.1
Zmienna zalezna, przynaleznos¢ do sity roboczej, przyjmuje wartos¢ 1 gdy
kobieta jest zatrudniona, 0 w przeciwnym przypadku.

. use "binlfp2.dta", clear
(Data from 1976 PSID-TMroz)
. des 1fp k5 k618 age wc hc lwg inc

storage display value

variable name type  format 1label variable label

1fp byte %9.0g  1lfplbl Paid Labor Force: 1=yes 0O=no
k5 byte  %9.0g # kids < 6

k618 byte  %9.0g # kids 6-18

age byte  %9.0g Wife’s age in years

we byte  %9.0g collbl Wife College: 1=yes O=no

hc byte %9.0g  collbl Husband College: 1=yes O=no
lug float %9.0g Log of wife’s estimated wages
inc float %9.0g Family income excluding wife’s

. probit 1lfp kb k618 age wc hc lwg inc

Iteration O: log likelihood = -514.8732
Iteration 1: log likelihood = -453.92167
Iteration 2: log likelihood = -452.69643
Iteration 3: log likelihood = -452.69496

Probit estimates Number of obs = 753

LR chi2(7) = 124.36

Prob > chi2 = 0.0000

Log likelihood = -452.69496 Pseudo R2 = 0.1208

1fp | Coef Std. Err z P>|z]| [95% Conf. Intervall

_________ o~

k5 | -.8747112 .1135583 -7.70  0.000 -1.097281  -.6521411

k618 | -.0385945 .0404893 -0.95 0.340 -.117952 .0407631

age | -.0378235 .0076093 -4.97 0.000 -.0527375  -.0229095

wc | .4883144 .1354873 3.60 0.000 .2227642 .7538645

hc | .0571704 .1240052 0.46  0.645 -.1858754 .3002161

lug | .3656287 .0877792 4.17  0.000 .1935847 .5376727

inc | -.020525 .0047769 -4.30 0.000 -.0298875 -.0111626

_cons | 1.918422 .3806536 5.04 0.000 1.172355 2.66449

!Dane moga by¢ S$ciagniete do Staty poleceniem net from http://www.stata-
press.com/data/lfr/, a nastepnie net install rmedvs, oraz net get rmedvs
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Interpretacja parametrow modelu probitowego (logitowego takze) jest trud-
na. W zasadzie mozemy zinterpretowac jedynie znaki przy zmiennych. Znak
dodatni oznacza, ze wigksza wartos¢ zmiennej niezaleznej zwigksza prawdo-
podobienstwo przyjecia przez zmienng zaleznag wartosci 1, a ujemny oznacza,
ze zwigkszenie wartosci danej zmiennej objasniajacej zwieksza prawdopodo-
bienstwo otrzymania zera.

W celu interpretacji ekonomicznej zjawiska czesto oblicza sie przyrosty
krancowe (efekty kranicowe). Otrzymuje je sie ze wzoru:

oPr(Y =1 X)
8xk

Pakiet Stata standardowo oblicza krancowe efekty przyjmujac przecietne war-
tosci pozostatych zmiennych. Nie zawsze sg one interesujace i w zastosowa-
niach warto kontrolowa¢ punkt w ktérym obliczana jest pochodna. Nalezy
pamietaé, ze warto$¢ krancowego efektu zalezy od przyjetego poziomu po-
zostalych zmiennych objasniajacych. Dodatkowo, w ogdélnym przypadku sa
one funkcjami nieliniowymi zmiennych objasniajacych. Obie cechy wartosci
krancowych nalezy uwzgledni¢ przy interpretacji.

W przypadku objasniajacych zmiennych dyskretnych przyrosty kranco-
we nie maja sensu. Oblicza sie zmiane prawdopodobienstwa, ze zmienna Y
przyjmie wartos¢ 1, pod wpltywem zmiany wartosci zmiennej objasniajacej
xr 7z 0 na 1, wedlug wzoru:

APr(Y =1]| X)
A.Tk

Wartos¢ zmian dyskretnych prawdopodobienstwa zalezy od poziomu starto-
wego zmiennej objasniajacej, jej poziomu koncowego (w przypadku zmien-
nych zero-jedynkowych to nie ma znaczenia), oraz poziomu pozostatych zmien-

nych.
Obliczmy efekt krancowy dla kobiety ktora ukonczyta college i obecnie
ma 40 lat.

. mfx compute, at(wc=1 age=40)

warning: no value assigned in at() for variables kb5 k618 hc lwg inc;
means used for k5 k618 hc lwg inc

Marginal effects after probit
y = Pr(1fp) (predict)
= .74021954



Pawel Strawinski Notatki do ¢éwiczen z ekonometrii

variable | dy/dx Std. Err z P>lz| [ 95% C.I. 1] X
_________ o
k5 | -.2836023 .03937 -7.20 0.000 -.360774 -.20643 .237716
k618 | -.0125133  .01312 -0.95 0.340 -.038238 .013211 1.35325
age | -.0122633 .00244 -5.03 0.000 -.01704 -.007486 40
wex| .1783511 .04656 3.83 0.000 .087101 .269601 1
hcex| .0184605 .04045 0.46 0.648 -.060819 .09774 .391766
lwg | .1185456  .03077 3.85 0.000 .058239 .178852 1.09711
inc | -.0066547  .00158 -4.21 0.000 -.009749 -.00356 20.129

(*) dy/dx is for discrete change of dummy variable from O to 1

Dla zmiennych, ktore zadeklarowaliSmy w opcji at pochodna zostata poli-
czona w zadanym punkcie. Dla pozostatych zmiennych Stata automatycznie
przyjeta wartosci przecietne. Jak widzimy, dla dwoch zmiennych obliczone
zostaty zmiany dyskretne, z powodu ich dyskretnego charakteru (oznaczono
je na wydruku gwiazdkami przy nazwie zmiennej).

W tym miejscu nalezy sie zastanowi¢ czy efekt dla zmiennej oznaczajacej
ukonczenie przez meza collegu ma sensowng interpretacje ekonomiczng. Uzy-
skany wynik mozna zinterpretowac nastepujaco: Dla przecietnej kobiety fakt,
ze mqz ukonczyt college zwiecksza prawdopodobienstwo uczestnictwa w rynku
pracy o 2 %, zakladajgc Ze ma ona meza o przecietnym wyksztatceniu. Oczy-
wiscie taka interpretacja nie ma sensu ekonomicznego, bowiem nie istnieje
"maz o przecietnym wyksztalceniu”, poniewaz jest to osoba ktéra w 39 %
ukonezylta college i w 61 % go nie ukonczyla.

Jest to obserwacja, ktéra mozna rozszerzy¢ na wszystkie zmienne o cha-
rakterze nominalnym. Dla takich zmiennych efekty krancowe powinny by¢
liczone dla ich ustalonych wartosci, co wiecej takich ktore posiadaja sensow-
ng interpretacje ekonomiczna.

Sprawdzmy efekty krancowe dla hc=0 oraz hc==

. mfx compute, at(wc=1 age=40 hc=0)

warning: no value assigned in at() for variables k5 k618 lwg inc;
means used for k5 k618 lwg inc

Marginal effects after probit
y = Pr(1fp) (predict)

= .73290575
variable | dy/dx Std. Err. z P>lz| [ 95%, C.I. 1] X
_________ +________________________________________________________________
k5 | -.2876506 .04272 -6.73 0.000 -.371388 -.203913 .237716
k618 | -.0126919 .01333 -0.95 0.341 -.03882 .013436 1.35325
age | -.0124383 .00251 -4.96 0.000 -.017349 -.007527 40
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wex| 1798796 .04573 3.93 0.000 .0902568 .269502 1
hex| .0184605 .04045 0.46 0.648 -.060819 .09774 0
lwg | .1202378 .03165 3.80 0.000 .068203 .182273 1.09711
inc | -.0067497 .00169 -3.99 0.000 -.010063 -.003436  20.129

(*) dy/dx is for discrete change of dummy variable from O to 1
. mfx compute, at(wc=1 age=40 hc=1)

warning: no value assigned in at() for variables kb5 k618 lwg inc;
means used for kb5 k618 lwg inc

Marginal effects after probit
y = Pr(1fp) (predict)

= .75136622

variable | dy/dx Std. Err. z P>|z| [ 95% C.I. 1] X
_________ +________________________________________________________________
k6 | -.2771541 .03763 -7.36 0.000 -.350915 -.203393 .237716
k618 | -.0122287 .01282 -0.95 0.340 -.037353 .012895 1.35325
age | -.0119845 .00244 -4.91 0.000 -.016773 -.007196 40
wex|  .1758324 .0485 3.63 0.000 .08078 .270885 1
hcx| .0184605 .04045 0.46 0.648 -.060819 .09774 1
lwg | .1158502 .0302 3.84 0.000 .06666 .175041 1.09711
inc | -.0065034 .00144 -4.51 0.000 -.009333 -.003674 20.129

(*) dy/dx is for discrete change of dummy variable from O to 1

Jak wida¢ dla wielkosci efektu krancowego zmiennej oznaczajacej wyksztat-
cenie meza hc punkt w ktérym jest liczona pochodna nie ma znaczenia. Na-
tomiast wartosci oszacowan przy pozostatych zmiennych réznig sie, co swiad-
czy o nieliniowym wptywie pozostatych czynnikow na prawdopodobienstwo
posiadania pracy przez kobiete.

1.2.5 Miary dopasowania modelu

Zarowno model probit, jak rowniez model logit nie sa liniowe wzgledem
swoich parametréow. Z tego powodu tradycyjne miary dopasowania mode-
lu do danych empirycznych nie maja zastosowania. Standardowsg statystyka
podawang w tych modelach jest logarytm ilorazu wiarogodnosci. Na jego
podstawie sg tworzona jest wigkszos¢ miar.

Miarg dopasowania zastepujaca R? jest statystyka oparta na ilorazie funk-
¢ji wiarogodnoéci. W literaturze ekonometrycznej wystepuje pod kilkoma na-
zwami, najbardziej popularng jest iloraz wiarogodnosci ( Likelithood Ratio In-
dex (LRI)). Inne nazwy tej statystyki to pseudo — R?, lub McFadden — R?.
Mierzy ona taczng istotno$é¢ oszacowanych parametréw modelu, w stosunku
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do hipotezy zerowej, ze wszystkie parametry modelu sg rowne zero. Wartosé
statystyki jest obliczona na postawie wartosci funkcji logarytmu wiarogod-
nosci. LRI jest zdefiniowany nastepujaco:

L)
Lo
gdzie: L(3) jest wartoscia funkcji logarytmu wiarogodnosci dla wyestymowa-
nych parametrow, a Lg jest wartoscig tej funkceji, gdy wszystkie parametry sa
rowne zero, czyli gdy jedynym regresorem jest stata. Pomimo tego ze statysty-
ka LRI przyjmuje wartosci z przedziatu (0,1), nie ma ona takiej interpretacji
jak statystyka R? dla modelu regresji liniowej. Nawet gdy model jest idealnie
dopasowany do danych, statystyka LRI przyjmuje wartosci znacznie mniej-
sze od 1. Wobec tego nie jest ona dobrg miarg dopasowania modelu. Na jej
podstawie mozemy jedynie stwierdzi¢ ktéry z wyestymowanych modeli na tej
samej probie danych, z tymi samymi zmiennymi objasniajacymi, jest lepiej
do nich dopasowany. Natomiast test nic nie méwi o stopniu dopasowania.
Podobng miarg jest Maximum Likelihood R?. Wyraza sie ona wzorem:

1
2 _ 4+
MLR* =1 YOS
powiela ona zalety oraz wady statystyki LRI.

. fitstat

Measures of Fit for probit of 1fp

Log-Lik Intercept Only: -514.873 Log-Lik Full Model: -452.695
D(745): 905.390 LR(7): 124 .356

Prob > LR: 0.000
McFadden’s R2: 0.121 McFadden’s Adj R2: 0.105
Maximum Likelihood R2: 0.152 Cragg & Uhler’s R2: 0.204
McKelvey and Zavoina’s R2: 0.247 Efron’s R2: 0.154
Variance of yx*: 1.328 Variance of error: 1.000
Count R2: 0.687 Adj Count R2: 0.274
AIC: 1.224 AIC*n: 921.390
BIC: 4029.539 BIC’: -77.988

Polecenie fitstat z dodatku SPost do pakietu Stata podaje réwniez kilka
kolejnych modyfikacji wspétczynnika R?, oraz dodatkowo standardowe kry-

teria informacyjne Akaike (AIC), oraz Schwarza (BIC).
Rozpatrywany przez nas model mozemy réwniez przedstawi¢ w formie
logitowe;j.
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. logit 1fp k5 k618 age wc hc lwg inc

Iteration O: log likelihood = -514.8732
Iteration 4: log likelihood = -452.63296
Logit estimates Number of obs = 753
LR chi2(7) = 124 .48
Prob > chi2 = 0.0000
Log likelihood = -452.63296 Pseudo R2 = 0.1209
1fp | Coef.  Std. Err. z P>|z| [95% Conf. Interval]
_________ o
k5 | -1.462913 .1970006 -7.43 0.000 -1.849027 -1.076799
k618 | -.0645707 .0680008 -0.95 0.342 -.1978499 .0687085
age | -.0628706 .0127831 -4.92 0.000 -.0879249 -.0378162
wc | .8072738 .2299799 3.51 0.000 .3565215 1.258026
hc | .1117336 .2060397 0.54 0.588 -.2920969 .515564
lug | .6046931 .1508176 4.01 0.000 .3090961 .9002901
inc | -.0344464 .0082084 -4.20 0.000 -.0505346 -.0183583
cons | 3.18214 .6443751 4.94 0.000 1.919188 4.445092

Wspodiezynniki tego modelu nie maja bezposredniej interpretacji ale mozemy
je przedstawi¢ w postaci ilorazow wzglednych szans.

1.2.6 Ilorazy wzglednych szans

Wspélezynniki modelu zawieraja informacje o wpltywie zmiennej na po-
ziom prawdopodobienstwa wystapienia danej kategorii zmiennej objasnianej.
Ich interpretacja jest trudna. Dlatego zazwyczaj nie dokonuje sie jej bez-
posrednio. Wylicza sie ilorazy szans, ktérych interpretacja jest tatwiejsza.
Jest to miara podobna do prawdopodobienstwa. Prawdopodobienstwo mie-
rzy szanse¢ zaistnienia jakiego$ stanu, np. szansa wyrzucenia 6 prawidtows
szescienng kostka do gry wynosi %. Natomiast rzucajac kostkg mamy szanse
1 do 5, ze otrzymanym wynikiem rzutu bedzie 6. lloraz szans jest to stosu-
nek prawdopodobienstw wystapienia dwoch zdarzen przy danym wektorze x;
zmiennych objasniajacych.

g
~
I

) Pr(Y =1)

1
0) 1-Pr(Y=1)

>
I

W modelu logitowym logarytm ilorazu szans jest funkcja liniowa parametréw.

Pr(Y =1) ,
l"{1 —Pr(y = 1)} = Inf}{z) = X'8

10
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Dodatkowym czynnikiem utatwiajacym interpretacje tego wspotczynnika jest
jego konstrukcja. Jest on obliczony bez koniecznosci odwotywania sie do in-
nych kategorii zmiennej objadnianej. Ilorazy szans interpretujemy nastepuja-
co: jednostkowa zmiana zmiennej xp powoduje zmiane szans o .

Wyniki estymacji przedstawione za pomocg ilorazéw szans wygladaja na-
stepujaco:

. logit 1fp k5 k618 age wc hc lwg inc, or

Iteration O: log likelihood = -514.8732
Iteration 4: log likelihood = -452.63296

Logit estimates Number of obs = 753
LR chi2(7) = 124.48

Prob > chi2 = 0.0000

Log likelihood = -452.63296 Pseudo R2 = 0.1209
1fp | Odds Ratio Std. Err. z P>|z| [95% Conf. Interval]
_________ o
k5 | .2315607  .0456176 -7.43 0.000 .1573902 .3406843

k618 | .9374698  .0637487 -0.95 0.342 .820493 1.071124

age | .939065 .0120042 -4.92 0.000 .9158296 .9628899

wc | 2.241788  .5155662 3.51 0.000 1.428352 3.518469

hc | 1.118215 .2303967 0.54 0.588 . 7466962 1.674583

lug | 1.83069 .2761003 4.01 0.000 1.362193 2.460317

inc | .9661401 .0079304 -4.20 0.000 .9507211 .9818092

Mozna zauwazy¢, ze przy zmiennych ze znakiem ujemnym pojawity sie wspot-
czynniki szans mniejsze od 1, a przy zmiennych ze znakiem dodatnim wieksze
od 1. Ich interpretacja jest nastepujaca. Kazde kolejne dziecko (k5) zmniej-
sza szans¢ zatrudnienie o 0,23 przy innych czynnikach statych. Jesli kobieta
ukonezyta college (we=1), to szansa ze pracuje wynosi 2,24 czyli prawdopo-
dobienstwo, ze pracuje wynosi 69%.(Pr(pracuje) = g% = 0,69) przy innych
czynnikach statych.
Majac oszacowane dwa modele mozemy poréwnaé ich wspétezynniki.

. qui probit 1fp k5 k618 age wc hc lwg inc
. estimates store probit

. qui logit 1fp k5 k618 age wc hc lwg inc
. estimates store logit

. estimates table probit logit
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k5 | -.87471118 -1.462913
k618 | -.03859449 -.06457068
age | -.0378235 -.06287055
wc | .48831439 .80727378
hc | .05717035 .11173357
lwg | .36562871 .60469312
inc | -.02052503  -.03444643
cons | 1.9184223 3.1821405

Wyraznie wida¢, ze przecigtnie wspotezynniki modelu logitowego sg o 1,6
razy wieksze od odpowiadajacych im wspoteczynnikéw modelu probitowego.
Nie jest to przypadek, tylko reguta, ktora obowigzuje dla prawdopodobienstw
spoza ogonow rozktadu.

1.2.7 Test ilorazu wiarogodnosci

Do poréwnywania roznych form funkcyjnych modeli mozemy postuzy¢ sie
testem ilorazu wiarogodnoéci. Jest on zbudowany na podobnej zasadzie do
testu LRI. Jest on rowniez oparty na réznicy logarytméw wartosci funkeji
wiarogodnosci dla dwoch modeli. Poniewaz logarytm funkcji wiarogodnosci
jest zawsze ujemny, statystyka testowa jest zawsze dodatnia.

LR = —2(Ly — Ly) ~ x*(p(c — 1)) (9)

gdzie: Ly jest logarytm funkcji wiarogodnosci modelu z narzuconymi ogra-
niczeniami, Ly - logarytm funkcji wiarogodnosci modelu bez ograniczen, p -
iloscig zmiennych niezaleznych w modelu, ¢ - iloscig kategorii zmiennej obja-
$nianej, co ma znaczenie przy modelach wielomianowych.

Test ten moze stuzy¢ zaréwno do poréwnywania dwoch modeli, jak i do
testowania narzuconych ograniczen na parametry modelu. Jego zaleta jest to,
ze pozwala bezposrednio poréwnaé¢ dwa wyestymowane na tej samej probie

modele.
Spojrzmy na wyniki testu dla naszego modelu.

. qui probit 1lfp k5 k618 age wc hc lwg inc
. qui fitstat, save

. qui logit 1fp k5 k618 age wc hc lwg inc
. fitstat, dif force

Measures of Fit for logit of 1lfp

Warning: Current model estimated by logit, but saved model
estimated by probit

12
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Current Saved Difference
Model: logit probit
N: 753 753 0
Log-Lik Intercept Only: -514.873 -514.873 0.000
Log-Lik Full Model: -452.633 -452.695 0.062
D: 905.266(745) 905.390(745) 0.124(0)
LR: 124.480(7) 124.356(7) 0.124(0)
Prob > LR: 0.000 0.000 .
McFadden’s R2: 0.121 0.121 0.000
McFadden’s Adj R2: 0.105 0.105 0.000
Maximum Likelihood R2: 0.152 0.152 0.000
Cragg & Uhler’s R2: 0.204 0.204 0.000
McKelvey and Zavoina’s R2: 0.217 0.247 -0.030
Efron’s R2: 0.155 0.154 0.001
Variance of yx*: 4.203 1.328 2.875
Variance of error: 3.290 1.000 2.290
Count R2: 0.693 0.687 0.007
Adj Count R2: 0.289 0.274 0.015
AIC: 1.223 1.224 -0.000
AIC*n: 921.266 921.390 -0.124
BIC: -4029.663 -4029.539 -0.124
BIC’: -78.112 -77.988 -0.124

Difference of 0.124 in BIC’ provides weak support for current model.

Note: p-value for difference in LR is only valid if models are
nested.

Jak wida¢ zaréwno na podstawie wartosci logarytmu funkcji wiarogodnosci
(blizszy zera), jak i BIC preferowany jest model logitowy.

Test ilorazu wiarogodnosci jest standardows procedura od wersji 9.0.
Sprawdzimy teraz za jej pomoca czy posiadanie dzieci wpltywa na prawdo-
podobienstwo podjecia pracy przez kobiete. W tym celu przebadamy:

Hy:  Brs = Breis =0

przeciw alteratywie
Hy: Bys # 0V Brers # 0
Aby to zrobi¢ musimy oszacowaé peten model

. qui probit 1lfp kb5 k618 age wc hc lwg inc
. estimates store probit

oraz model z ograniczeniami

. qui probit 1lfp age wc hc lwg inc
. estimates store probit_r

a nastepnie nalezy poréwnac¢ oba modele wykorzystujac polecenie 1lrtest

13
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. lrtest probit probit_r, stats

Likelihood-ratio test LR chi2(2) = 65.97
(Assumption: probit_r nested in probit) Prob > chi2 = 0.0000
Model | Obs 11(null)  11(model) df AIC BIC
___________ +_____________________________________________________________
probit_r | 753 -514.8732 -485.6786 6 983.3572  1011.102
probit | 753  -514.8732 -452.695 8 921.3899  958.3824

Wynik testu jednoznacznie wskazuje, ze odrzucana jest hipoteza o tym ze
model o mniejszej ilosci zmiennych zawiera sie w modelu o wiekszej ilosci
zmiennych. Oznacza to, iz ograniczenia natozone na model sg nieprawidtowe.

1.2.8 Test prawidlowosci formy funkcyjnej

Odpowiednikiem testu RESET dla model szacowanych metoda najwick-
szej wiarogodnosci, ktory rowniez dziata dla modelu regresji, jest test spraw-
dzajacy poprawnos$¢ funkcji taczacej obserwacje. Jego dziatanie jest analo-
giczne do testu RESET w ktorym jako dodatkowy regresor uzywany jest
kwadrat wartosci dopasowane;j.

. estimates restore probit (results probit are active now)

. linktest
Iteration O: log likelihood = -514.8732
Iteration 1: log likelihood = -451.38098
Iteration 2: log likelihood = -449.36073
Iteration 3: log likelihood = -449.34652
Iteration 4: log likelihood = -449.34652
Probit regression Number of obs = 753
LR chi2(2) = 131.05
Prob > chi2 = 0.0000
Log likelihood = -449.34652 Pseudo R2 = 0.1273
1fp | Coef.  Std. Err. z P>|z]| [95% Conf. Interval]
_____________ +____________________________________________________________
_hat | .9697123 .0957237  10.13  0.000 . 7820974 1.167327
_hatsq | .2924195 .1085821 2.69 0.007 .0796026 .5052364
_cons | -.0762115 .0686236 -1.30 0.194 -.1911117 .0386887

Pierwsze polecenie przywraca wyniki estymacji zachowane pod nazwg pro-
bit, polecenie linktest sprawdza poprawno$¢ formy funkcyjnej. Poniewaz

14
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kwadrat wartosci dopasowanej jest zmienng istotng w regresji pomocniczej
wnioskujemy, ze forma funkcyjna modelu nie jest poprawna.

1.2.9 Klasyfikacja

Po oszacowaniu modelu wyboréw dyskretnych warto jest sprawdzi¢ jak
radzi on sobie z klasyfikowaniem kolejnych obserwacji jako sukcesy albo po-
razki. W tym celu bada sie jego wlasnosci dyskryminacyjne, oraz zdolnos¢ do
prawidtowego przewidywania sukcesow i porazek.

Krzywa ROC. Doktadno$é¢ klasyfikacji danych zalezy od stopnia w ja-
kim zbudowany model rozréznia sukcesy od porazek. Miara doktadnosci jest
pole zawarte pod krzywa ROC. Pole réwne 1 oznacza, ze model doskonale
dyskryminuje miedzy sukcesem a porazka, warto$¢ réwna 0,5 oznacza brak
mozliwosci dyskryminacji.

. lroc

Sensitivity
0.50 0.75 1.00
1 1 1

0.25
1

T T T

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
1 - Specificity

Area under ROC curve = 0.7365

Logistic model for 1lfp

number of observations = 753
area under ROC curve = 0.7364

W analizowany przez nas model charakteryzuje sie przecietng zdolnoscig do
rozrozniania kobiet pracujacych i niepracujacych.

Analiza wrazliwo$ci. Krzywa wrazliwosci (ang. sensivity) przedstawia
prawdopodobienstwo sklasyfikowania obserwacji jako sukces pod warunkiem,
ze wystapil on w rzeczywistosci Pr(+ | D), przy roznych poziomach podzia-
tu wartosci dopasowanych na sukcesy i porazki. Krzywa specyficznosci (ang.

15
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emphspecifity) reprezentuje prawdopodobienstwo klasyfikacji obserwacji ja-
ko porazka, pod warunkiem ze ona wystapi w rzeczywistosci Pr(—|"D), przy
roznych poziomach podziatu wartosci dopasowanych na sukcesy i porazki.

lsens

Sensitivity/Specificity
0.50 0.75 1.00
1 1 1

0.25
1

0.00

T T T T
0.25 0.50 0.75 1.00
Probability cutoff

o
o
s}

‘—0— Sensitivity =~ ——e—— Specificity

Analiza trafnosci Tablica trafno$ci dopasowania poréwnuje wartosci za-
obserwowane w rzeczywistosci z przewidywaniami modelu. W kolumnach sa
wartosci rzeczywiste. Sukcesy oznaczone sg przez D, porazki przez “D. Wiersze
przedstawiaja sposob klasyfikacji obserwacji wynikajacy z dopasowan mode-
lu.

. estat clas (lstat w Stata8)

Probit model for 1lfp

———————— True ———————-
Classified | D D | Total
___________ e e
+ | 342 150 | 492
- | 86 175 | 261
___________ e
Total | 428 325 | 753

Classified + if predicted Pr(D) >= .5 True D defined as 1lfp != 0O

Sensitivity Pr( +| D)  79.91%
Specificity Pr( -|"D)  53.85%
Positive predictive value Pr( D| +) 69.51%
Negative predictive value Pr("D| -) 67.05%
False + rate for true ™D Pr( +|°D)  46.15}
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False - rate for true D Pr( -| D) 20.09%
False + rate for classified + Pr(°D| +) 30.49%
False - rate for classified - Pr( D| -) 32.95%
Correctly classified 68.66%

Trafnos¢ dopasowania zalezy zalezy od przyjetego poziomu, ktéry roz-
granicza wartosci dopasowane w modelu na sukcesy i porazki. Standardowo
przyjeta wartoscia jest (0,5). Jezeli zostanie ustalony poziom wyznaczony
przez punkt przeciecia krzywej wrazliwosci i specyficznosci to zostanie zmak-
symalizowana liczba poprawnie sklasyfikowanych obserwacji.

. lstat, cutoff(0.52)

Probit model for 1lfp

———————— True ———————-
Classified | D D | Total
___________ e
+ | 330 129 | 459
- I 98 196 | 294
___________ e e
Total | 428 325 | 753

Classified + if predicted Pr(D) >= .52 True D defined as 1fp != 0

Sensitivity Pr( +| D)  77.10%
Specificity Pr( -|"D)  60.31%
Positive predictive value Pr( D| +)  71.90%
Negative predictive value Pr("D| -) 66.67%
False + rate for true "D Pr( +|°D) 39.69%
False - rate for true D Pr( -| D) 22.90%
False + rate for classified + Pr(°D| +) 28.10%
False - rate for classified - Pr( D| -) 33.33%
Correctly classified 69.85%

Wybér miar na ktére nalezy zwrocic szczegdlng uwage zalezy od konkret-
nego celu badania. Jezeli model jest uzywany do kontroli jakosci lekéw to
chcemy minimalizowaé przypadki w ktorych pacjent poddany kuracji umrze,
czyli bedziemy minimalizowa¢ ,False - rate for true D”. Jezeli chcemy
uniknaé fatszywej klasyfikacji, np przy identyfikacji przestepcéw szczegdlng
uwage powinniSmy zwré6ci¢ na minimalizowanie ,False + rate for true
D”.
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1.3 Modele wielowartosciowe

W badaniach ekonomicznych i spotecznych czesto odpowiedzi na pytania
sa kodowane za pomoca skali Likerta zgodnosci z zaproponowanym stwierdze-
niem. Wartosci tej skali sa przyjmowane arbitralne, zazwyczaj od 1 do 5, lub
od 1 do 7. Z uwagi na arbitralne ustalenie wartosci jakie przyjmuje zmienna
nie posiada ona interpretacji ilo$ciowej, ponadto z reguty wartosci posrednie
nie posiadajg interpretacji. Z tego powodu nie powinno si¢ traktowac takich
zmiennych identycznie jak traktowane sa zmienne kardynalne.

Gdy chcemy zmienna o wielu wartosciach uzy¢ jako zmienna zalezng mo-
delu to wygodnym narzedziem ekonometrycznym sg uogélnione modele wy-
borow dyskretnych.

1.3.1 Modele wielomianowe

Zatézmy, ze jednostka dokonuje wyboru sposrod K dostepnych alterna-
tyw (K > 2), dla K = 2 problem redukuje si¢ do modelu z binarna zmienna
zalezng. Jezeli zalozymy, ze jednostki sa racjonalne, to osoba ¢ wybierze al-
ternatywe 7, gdy powiazana z nig uzytecznos¢ bedzie wyzsza niz uzytecznosé
uzyskana z wyboru kazdej z pozostalych alternatyw.

Priy; = j) = Pr(U; > Uy Vj # k)

Inne podejscie do modelowania wyboréw dyskretnych zaktada, ze za wy-
bér odpowiada nieobserwowana zmienna ciggta y*, o ktorej zaktada sie, ze
ma znany rozktad, zazwyczaj normalny lub logistyczny. Obserwowane jest
zmienna dyskretna y przyjmujaca wartosci 1... K. Wartosci tej zmiennej sg
zwiazane 7z wartosciami zmiennej y*.

Niezaleznosé¢ niezwigzanych alternatyw (IIA) Waznym zalozeniem
modeli wielomianowych jest niezaleznos¢ wykluczajacych si¢ alternatyw. W
przypadku pojawienia si¢ nowej alternatywy, wszystkie prawdopodobienstwa
dotychczas uwzglednionych alternatyw powinny sie tak dostosowac, aby ilora-
zy szans wystapienia danej wartosci pomigdzy wszystkimi mozliwymi parami
kategorii zmiennej objasnianej pozostaty bez zmian. By lepiej zobrazowaé to
zatozenie przedstawie przyktad, ktory opisal McFadden.

Przypusémy, ze w pewnym miescie ludzie dojezdzajacy do pracy maja
do wyboru jazde samochodem, albo autobusem. Dwie trzecie z nich wybie-
ra samochod. Przypusémy, ze powstaje nowy "rodzaj” autobusu. Intuicyjnie
rzecz ujmujac dwie trzecie populacji dalej powinno wybiera¢ samochod jako
srodek transportu, a pozostali powinni podzieli¢ sie pomiedzy dwa rodza-
je autobusu. Ale by zachowaé zalozenie o niezaleznosci wykluczajacych sie
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alternatyw, tylko potowa ludzi powinna uzywaé¢ wtasnych samochodow od
momentu wprowadzenia drugiego rodzaju autobusu. Poniewaz, do momentu
uruchomienia nowego autobusu byto:

Pr(samochod) 2

Pr(autobus) 1

to po wprowadzeniu drugiego rodzaju autobusu, ta proporcja powinna by¢
zachowana. Ale jej zachowanie powoduje ze prawdopodobienstwo wyboru
samochodu jako $rodka transportu spadnie z 2/3 do 1/2, bowiem

Pr(samochod) 2  Pr(samochod) 2

Pr(autobus;) 1  Pr(autobusy) 1

wobec tego P(samochd) = 3, P(autobus,) = P(autobus,) = 1.

Modele wielomianowe zaktadaja niezaleznos¢ wykluczajacych sie alterna-
tyw. Z tego powodu powinny by¢ uzywane jedynie w przypadku, gdy ka-
tegorie zmiennej objasnianej sg niezalezne, oraz rozroznialne dla jednostki
podejmujacej decyzje lub dokonujacej wyboru. Dodatkowym warunkiem po-
prawnosci modelu jest, ze roznica pomiedzy kategoriami zmiennej objasnianej
powinna mie¢ istotny wptyw na decyzje o wyborze. Zalozenie o niezaleznosci
sktadnikéw losowych powoduje, ze modele wielomianowe sa poprawne tylko

w przypadku braku podobienstw pomiedzy dostepnymi alternatywami.

1.3.2 Przyklad 2.

Dane do przyktadu pochodza z amerynanskiego rynku obligacji komercyj-
nych. Zbior liczy 98 obserwacji i zawiera informacje firmach. Zmienng zalezng
jest rating obligacji rating83 od AAA do C, ktory zakodowany jest jako war-
tosé¢ catkowita, im wyzsza tym wyzszy rating. Jego poziom jest thumaczony
za pomoca wskaznika dochdd do wartosci 1a83 (ang. income-to-asset ratio),
oraz zmiang poziomu tego wskaznika miedzy rokiem 1982 a 1983, zmienna
dia.

Dane sg dostepne w internecie. Wystarczy w Stacie wpisac

. use http://www.stata-press.com/data/imeus/panel84extract, clear

Zmienna oryginalna rating dla pewnych kategorii zawiera mata liczbe ob-
serwacji.

. tab rating83

rating83 | Freq. Percent Cum.
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V. 2 2.04 31.63

A 13 13.27 44.90

BAA | 28 28.57 73.47

BA | 16 16.33 89.80

B | 7 7.14 96.94

C | 3 3.06 100.00
____________ o

Total | 98 100.00

Gdybysmy chcieli uzy¢ zmiennej rating83 jako objasnianej to dla wyboru
miedzy ratingiem C a ratingiem B dysponowaliby$my tylko 10 obserwacjami.
W modelu sg 2 zmienne, stata, nalezy oszacowac¢ wariancje, czyli zostaje tylko
6 stopnii swobody. Powodowato by to niska precyzje oszacowan.

Z tego powodu przed przystapieniem do szacowania parametréw modelu
nalezy ja przeksztatci¢ w taki sposob, aby w kazda kategoria przeksztaltco-
nej zmiennej zawierata podobna ilos¢ obserwacji. Taka operacja utatwia, a
czasami wrecz umozliwia oszacowanie parametréw modelu.

. tab rating83c

Bond |
rating, |
1983 | Freq Percent Cum
____________ U
BA_B_C | 26 26.53 26.53
BAA | 28 28.57 55.10
AA_A | 15 15.31 70.41
AAA | 29 29.59 100.00
____________ U
Total | 98 100.00

Na poczatku potraktujmy rating jako zmienng bez ustalonej hierarchii?.
Wobec tego aby zbudowa¢ model uzyjemy modelu wielomianowego.

. mlogit rating83c ia83 dia

Iteration O: log likelihood = -133.04224

Iteration 1: log likelihood = -119.74382

Iteration 2: log likelihood = -118.09549

Iteration 3: log likelihood = -118.00312

Iteration 4: log likelihood = -118.00239

Multinomial logistic regression Number of obs = 98
LR chi2(6) = 30.08
Prob > chi2 = 0.0000

2Przyjmujemy takie zalozenie wylacznie w celach szkoleniowych.
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Log likelihood = -118.00239 Pseudo R2 = 0.1130
rating83c | Coef Std. Err z P>|z| [95% Conf. Interval]
_____________ +____________________________________________________________
BA_B_C I
ia83 | -.1303426 .0489834 -2.66 0.008 -.2263484 -.0343369
dia | .1542639 .0735878 2.10 0.036 .0100345 .2984934
_cons | .9820093 .4966503 1.98 0.048 .0085926 1.955426
_____________ +____________________________________________________________
BAA I
ia83 | -.0454026 .0441004 -1.03 0.303 -.1318378 .0410326
dia | .1240656 .0709813 1.75 0.080 -.0150552 .2631865
_cons | .4024031 .5154444 0.78 0.435 -.6078494 1.412656
_____________ +____________________________________________________________
AA_A I
ia83 | .1464149 .05693538 2.47 0.014 .0300836 .2627462
dia | .1748879 .0910389 1.92 0.055 -.0035451 .35633209
|

-2.909247 .9744167 -2.99 0.003 -4.819069 -.9994255

(rating83c==AAA is the base outcome)

Wyniki dla kazdej kategorii sg liczone w odniesieniu do poziomu bazowego.
Stata jako poziom odniesienia ustalita rating AAA, poniewaz dla tej kategorii
dostepna jest najwieksza liczba obserwacji. Za pomoca opcji baseoutcome (#),
gdzie # oznacza numer alternatywy, mozna kontrolowa¢ poziom odniesienia.
W wierszu pierwszym sa wspotczynniki porownujace rating BA_ B_.C z AAA,
w drugim porownany jest rating BAA z AAA, a w trzecim AA_A. Zblizone
wyniki mozna uzyskac szacujac osobno modele logitowe dla kazdej kategorii.
Wyniki nie bedg takie same, bowiem w przypadku logitu funkcja wiarogod-

noéci zalezy od 4 parametrow, a w przypadku wielomianowego logitu od 10.
Analogiczne wyniki mozna uzyska¢ szacujac wielomianowy model probi-
towy

. mprobit rating83c ia83 dia

Iteration O: log likelihood = -117.80861
Iteration 1: log likelihood = -117.62741
Iteration 2: log likelihood = -117.6271
Iteration 3: log likelihood = -117.6271
Multinomial probit regression Number of obs = 98
Wald chi2(6) = 21.56
Log likelihood = -117.6271 Prob > chi2 = 0.0015
rating83c | Coef.  Std. Err. z  P>|z| [95% Conf. Interval]
_____________ +____________________________________________________________
BA_B_C |
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ia83 | -.0911987  .0331999 -2.75 0.006 -.1562694 -.026128

dia | .0995189 .050054 1.99 0.047 .0014149 .197623

_cons | .6635147  .3480602 1.91 0.057 -.0186707 1.3457

_____________ PO
BAA I

ia83 | -.0284042 .0307741 -0.92 0.356 -.0887203 .0319118

dia | .0834583 .0505054 1.65 0.098 -.0155304  .1824471

_cons | .2136007 .3606114 0.59 0.554 -.4931847  .9203861

_____________ e
AA_A I

ia83 | .1113513  .0418002 2.66 0.008 .0294244  .1932782

dia | .1167499  .0636459 1.83 0.067 -.0079937  .2414935

cons | -2.143089  .6606959 -3.24 0.001 -3.438029 .8481486

Poréwnujac wartos$é logarytmu funkeji wiarogodnoéci i wartos¢ statystyki LR
tatwo zauwazy¢, ze wielomianowy model logitowy jest lepiej dopasowany do
danych empirycznych.

Tak jak w modelu logitowym wartosci wspotczynnikow nie maja inter-
pretacji ekonomicznej. Aby im ja nadac nalezy przedstawi¢ wyniki w postaci
ilorazow szans (ryzyk) (ang. relative risk ratio)

mlogit, rrr

Multinomial logistic regression Number of obs = 98

LR chi2(6) 30.08

Prob > chi2 = 0.0000

Log likelihood = -118.00239 Pseudo R2 = 0.1130

rating83c | RRR  Std. Err z P>|z| [95% Conf. Interval]

_____________ +____________________________________________________________
BA_B_C I

ia83 | .8777946 .0429974 -2.66 0.008 . 7974402 .9662459

dia | 1.166799 .0858622 2.10 0.036 1.010085 1.347827

_____________ +____________________________________________________________
BAA I

ia83 | .9556127 .0421429 -1.03 0.303 .8764831 1.041886

dia | 1.13209 .0803573 1.75 0.080 .9850576 1.301069

_____________ $—————,————rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr =
AA_A |

ia83 | 1.157676 .0687125 2.47 0.014 1.030541 1.300497

dia | 1.191113 .1084376 1.92 0.055 .9964612 1.423788

(rating83c==AAA is the base outcome)

Im wyzsza byta warto$é¢ wskaznika dochdéd do wartosci, tym wigksza szansa
na wyzszy rating, natomiast wpltyw zmiany tego wskaznika jest ujemny.
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Testowanie istotnosci Na wydruku ze Staty widzimy, ze zmienne sa tacz-
nie istotne (statystyka LR). Natomiast warto jest przetestowaé istotnos$¢ po-
szczegblnych zmiennych. Mozna zrobié¢ to dwoma metodami. Testem Walda

. test ia83
(1) [BA_B_Cl]ia83 =0

( 2) [BAA]ia83 =0
( 3) [AA_AJia83 =0

chi2( 3) = 17.07
Prob > chi2 = 0.0007
. test dia
(1) [BA_B_Cldia =0
( 2) [BAAldia =0
( 3) [AA_Aldia =0
chi2( 3) = 5.82
Prob > chi2 = 0.1208

Na podstawie tego testu odrzucamy hipoteze o tacznej nieistotnosci zmienne;j
ia83, natomiast zmienna dia jest statystycznie nieistotna.

Alternatywnym testem jest test ilorazu wiarogodnosci. W uzyskaniu jego
wynikow, jak rowniez innych testow, bardzo przydatny jest dodatkowy pakiet
mlogtest.

. mlogtest, 1 w
**%x*% Likelihood-ratio tests for independent variables

Ho: All coefficients associated with given variable(s) are O.

rati~83c | chi2 df P>chi?2
_____________ e
ia83 | 23.935 3 0.000

dia | 6.741 3 0.081

***x* Wald tests for independent variables
Ho: All coefficients associated with given variable(s) are O.
rati”83c | chi2 df P>chi2

_____________ +_________________________
ia83 | 17.068 3 0.001
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Wartosci statystyk nieznacznie réznig sie w obu testach, jednak dajg one
takie same konkluzje.

Testowanie niezaleznosci niezwigzanych alternatyw W pakiecie Sta-
ta za zaimplementowane dwa testy sprawdzajace zatozenie o niezaleznosci
niezwigzanych alternatyw. W obu hipoteza zerowa jest niezaleznos¢ niezwia-
zanych alternatyw. Oba maja podobna konstrukcje i poréwnuja oszacowania

przy pelnym zestawie alternatyw i pominieciu jednej z nich.
Test Hausmana opiera sie o statystyke Walda.

. mlogtest, h sm
*xxx Hausman tests of IIA assumption

Ho: 0Odds(Outcome-J vs Outcome-K) are independent of other alternatives.

Omitted | chi2 df P>chi2 evidence

_________ +____________________________________
BA_B_C | -1.834 6 1.000 for Ho
BAA | -5.012 6 1.000 for Ho
AA_A | -1.956 6 1.000 for Ho

Test Small’a i Hsiao bazuje na statystyce ilorazu wiarogodnosci.

*xx*% Small-Hsiao tests of IIA assumption
Ho: Odds(Outcome-J vs Outcome-K) are independent of other alternatives.

Omitted | 1nL(full) 1nL(omit) chi2 df P>chi2 evidence

_________ +_________________________________________________________
BA_B_C | -35.112 -33.266 3.713 3 0.294 for Ho
BAA | -29.480 -26.636 5.688 3 0.128 for Ho
AA_A | -36.001 -34.593 2.816 3 0.421 for Ho

Oba testy wskazuja, ze zatozenie o niezaleznosci alternatyw jest spetnione.
Jest to rzadko spotykany przypadek. Szczegdlnie w duzych prébach testy
moga dawac przeczace sobie wyniki.

Warto réwniez sprawdzi¢ czy pewnych kategorii zmiennej zaleznej nie da
sie potaczy¢ w jedna.

. mlogtest, c lrc
**k*x*x Wald tests for combining outcome categories
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Ho: All coefficients except intercepts associated with given pair
of outcomes are 0 (i.e., categories can be collapsed).

Categories tested chi2 df P>chi2

|

__________________ o
BA_B_C- BAA | 3.287 2 0.193
BA_B_C- AA_A | 17.198 2 0.000
BA_B_C- AAA | 8.067 2 0.018
BAA- AA_A | 10.214 2 0.006

BAA- AAA | 3.212 2 0.201
AA_A- AAA | 10.273 2 0.006

**x*x*x LR tests for combining outcome categories

Ho: All coefficients except intercepts associated with given pair
of outcomes are O (i.e., categories can be collapsed).

Categories tested

|

__________________ o
BA_B_C- BAA | 3.534 2 0.171
BA_B_C- AA_A | 24.973 2 0.000
BA_B_C- AAA | 9.476 2 0.009
BAA- AA_A | 13.573 2 0.001

BAA- AAA | 3.392 2 0.183
AA_A- AAA | 14.280 2 0.001

Oba testy daja podobne wyniki wskazujac, ze kategorie BAA mozna po-
taczy¢ z kategorig BA_B_C, oraz mozna jg potaczy¢ z kategorig AAA.
Wszystkie testy mozna wywolaé¢ poleceniem

. mlogtest, all
Na koniec zapamietajmy wyniki oszacowan
. qui mlogit rating83c ia83 dia
. est store mlogit
1.3.3 Modele uporzadkowane

Czasami zmienna zalezna o charakterze nominalnym posiada naturalng
hierarchie. Wobec tego modelujac zjawisko mozna i wskazane jest taka infor-
macje wykorzystac.

Przystepujac do analizy danych o ratingu w poprzednim punkcie pomi-
nelismy fakt uszeregowania zmiennej zaleznej.
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. ologit rating83c ia83 dia

Iteration
Iteration
Iteration

w N = O

Iteration

Ordered logist

Log likelihood

Number of obs

98
11.54
0.0031
0.0434

Intervall

.1519699
.0014646

log likelihood = -133.04224
log likelihood = -127.30126
log likelihood = -127.27148
log likelihood = -127.27146
ic regression
= -127.27146
Coef Std. Err z

.0939166 .0296196 3.17
-.0866925 .0449789 -1.93
-.1853053 .3571432

1.185726 .3882098

1.908412 .4164895

LR chi2(2) =
Prob > chi?2 =
Pseudo R2 =
P>|z| [95% Conf.
0.002 .0358633
0.054 -.1748496
-.8852931
.4248489
1.092108

.5146825
1.946603
2.724717

Podobne wyniki uzyskamy

. oprobit rating83c i1a83 dia

Iteration O:
Iteration 1:
Iteration 2:

Ordered probit

Log likelihood

szacujac uszeregowany model probitowy

Number of obs

98
10.33
0.0057
0.0388

Intervall

.0840327
.0002545

log likelihood = -133.04224
log likelihood = -127.87966
log likelihood = -127.87756
regression
= -127.87756
Coef Std. Err Z

.0512509 .0167257 3.06
-.0496082 .0254406 -1.95
-.1877442 .2048421

.6344613 .2156936

1.064523 .2231879

LR chi2(2) =
Prob > chi2 =
Pseudo R2 =
P>|z]| [957% Conf.
0.002 .0184691
0.051 -.0994709
-.5892274
.2117095
.6270823

.213739
1.057213
1.501963

Tak jak w przypadku modelu wielomianowego model logitowy wydaje sie
by¢ lepiej dopasowany do danych ze wzgledu na wyzsza wartos¢ logarytmu
funkcji wiarogodnosci oraz statystyki LR.
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Uporzadkowany model logitowy moze by¢ traktowany w pewnym przybli-
zeniu jako model wielomianowy z narzuconymi ograniczeniami. Wobec tego
mozna poréownac¢ oba modele.

. lrtest ologit mlogit, force

Likelihood-ratio test LR chi2(4)= 18.54
(Assumption: ologit nested in mlogit) Prob > chi2 = 0.0010

Test wskazuje, ze model uporzadkowany nie jest zagniezdzony w modelu
wielomianowym, wobec tego wnosi dodatkowa informacje.

1.4 Modele nielosowej proby

W badaniach ekonometrycznych proba, ktéra dysponujemy nie zawsze
powstaje w sposob czysto losowy. Przeanalizujemy dwa przypadki odejscia
od zaltozenia o jej losowym charakterze. Pierwszy z nich bedzie analizowal
obciecie, badZ ocenzurowanie rozktadu zmiennej zaleznej, drugi nie w pelni
losowy mechanizm doboru obserwacji do proby i jego konsekwencje.

1.4.1 Tobit

Model proby ucietej powstaje w efekcie obciecia rozktadu z ktérego proba
jest losowana, lub ocenzurowania wartos$ci zmiennej zaleznej. W przypadku
uciecia niedostepne sa informacje dotyczace zaréwno zmiennej zaleznej, jak
rowniez zmiennych objasniajacych. Ocenzurowanie jest innym, czesto spoty-
kanym w praktyce badawczej mechanizmem. Ogranicza on zakres zmiennosci
zmiennej zaleznej. Ocenzurowanie wystepuje, gdy zmiennej zaleznej jest ar-
bitralnie przypisywana pewna warto$¢, gdy prawdziwa wartos¢ przekroczy
pewien ustalony poziom.

Rozktad obciety jest to rozktad zmiennej losowej w przypadku, gdy prze-
kracza ona pewna wartos¢. Wptyw uciecia na momenty zmiennej losowej
wydaje sie oczywisty. Wartosé oczekiwana ($rednia) oddala sie od punktu
odciecia, a wariancja zmiennej zmniejsza sie.

Rozktad zmiennej ucietej w punkcie a dany jest przez:

f(z)
>a) = =
fw]z>a) Pr(X >a)
gdzie X jest ciagla zmienna losowa, a f(x) jej funkcja gestosci. W zasto-
sowaniach najczesciej uzywa sie obcietego rozktadu normalnego. W takim
przypadku:

Pr(X>a)=1—q>(a_”):1—q>(a)

g
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gdzie p,0 to $rednia i odchylenie standardowe rozktadu normalnego, ®(.)

jego dystrybuanta,a a = “-£.

Lemat 3 Jesli zmienna losowa X ~ N(u,0?) oraz a jest stalg, wtedy:
E(X | obciecie) = 4 o)

Var(X | obciecie) = o?[1 — §(a)]

gdzie: (©)
o
M) =175
AMa) = _(I>¢(S;) T >a

d(a) = AMa)[Ma) — a] r<a

Funkcja A(«) nazywana jest odwréconym ilorazem Millsa (inverse Mills ra-
tio)

Problem ocenzurownia polega na tym, ze pewna cze$¢ wartosci zmien-
nej zaleznej od pewnego jej poziomu jest niedostepna. W takim przypadku,
jezeli zmienna zalezna przekracza pewng wartosé, to jako wynik zawsze do-
stajemy ta sama liczbe. Zmienna moze by¢ ocenzurowana z dotu lub z gory,
badz z obu stron jednoczesnie. Ekonomicznymi przyktadami ocenzurowania
zmiennej zaleznej sa: zakup przez gospodarstwa domowe dobr trwatych, licz-
ba przepracowanych godzin przez kobiety, czy wydatki na urlopy wypoczyn-
kowe. W kazdym z wymienionych przyktadéw wiele obserwacji przyjmuje
wartos¢ zero.

Dane moga by¢ traktowane jako realizacja nieobserwowanego procesu y;,
dla ktérego jedynie obserwujemy:

Sy dla y; >0
y’_{ 0 dla y <0 (10)

Stosowanie modeli zmiennej ocenzurowanej jest zalecane, gdy znaczaca czesé
obserwacji, powiedzmy wiecej niz 5 %, lezy na granicy przedzialu w ktérym
obserwujemy warto$¢ zmienne;j.

Forma modelu ekonometrycznego dla zmiennej ocenzurowanej zostata za-
proponowana przez Tobina w 1958 roku. Zaproponowat on model

yi =XiB+e (11)

E ~IID N(O,O‘Q)
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w ktérym obserwowana zmienna y; jest generowana przez réwnanie (10).

Proste oszacowanie (11) przez MNK prowadzi do uzyskania obcigzonych
estymatoréw dla populacji bez wprowadzenia poprawki, ze wzgledu na nie-
losowo$¢ cenzurowania. Dzieje sie tak, poniewaz E(Y; | X) = X', zamiast
E(Y” | X) = X'B. Oszacowanie rownania regresji na dostepnej podprobie
nie rozwigzuje problemu, bowiem uzyskane oszacowania wspotczynnikow be-
da obciazone w kierunku zera lub niedoktadne. Réwniez wariancja bedzie
niedoszacowana.

Sktadnik losowy réwnania modelu ma rozktad e ~ N(0,0?). Wobec tego
zmienna objasniana ma rozktad:

(Yi | Xi) ~ N(X]8,0%)
dla wartosci zmiennej objasnianej wiekszych od punktu obciecia, Y; ma roz-
ktad:
o)
- o(*)
Jezeli punkt obciecia a znormalizujemy do zera, to rozktad upraszcza si¢ do:

Pr(y; >y | X;) =@ (X;ﬂ> = /Oy Ls <ﬂ> dz (12)

o g

ElY;|Y;>ad =XB+0

Zgodne estymatory otrzymywane sg metoda najwiekszej wiarogodnosci. Praw-
dopodobienstwo ocenzurowania wynosi:

Pr(yi=0|X;)=Pr(y; <0]X;)=Pr(X;f+¢e <0]X;) (13)

Pr(y;=0]X;) = Pr (% < _Xib \XZ) ) <_X_zlﬁ)

o o

Jezeli zestawimy (12) oraz (13) to mozemy zapisaé funkcje wiarogodnosci dla
modelu tobitowego.

L(8) = q)( B XTgﬂ>ZH(y0) [l(ﬁ(z — Xzﬂﬂzﬂ(yw) (14)

o o

Gdzie T oznacza funkcje indykatorowa. Estymator wektora 3 otrzymujemy
przez maksymalizacje logarytmu funkcji wiarogodno$ci.

1.4.2 Przyklad 3.

Rozwazmy probe pracujacych kobiet. Z naturalnych powodéw liczba go-
dzin pracy jest z dotu ograniczona przez 0.
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. use http://www.stata-press.com/data/imeus/laborsub, clear
. des

Contains data from
http://www.stata-press.com/data/imeus/laborsub.dta

obs: 250
vars: 6 25 Sep 2004 18:36
size: 2,750 (99.9% of memory free)
storage display value

variable name type format label variable label

1fp byte  %9.0g 1 if woman worked in 1975
whrs int %9.0g Wife’s hours of work
kl6 byte  %9.0g # of children younger than 6
k618 byte  %9.0g # of children between 6 and 18
wa byte  %9.0g Wife’s age
we byte  %9.0g Wife’s educational attainment

Co sie stanie jezeli pominiemy problem uciecia zmiennej i oszacujemy
model regresji na nieuci¢tych obserwacjach .

. reg whrs k16 k618 wa we if whrs>0

Source | SS df MS Number of obs = 150
—————————— o F( 4, 145) = 2.80
Model | 7326995.15 4 1831748.79 Prob > F = 0.0281
Residual | 94793104.2 145 653745.546 R-squared = 0.0717
—————————— ettt Adj R-squared = 0.0461
Total | 102120099 149 685369.794 Root MSE = 808.55
whrs | Coef Std. Err t P>|t] [95% Conf. Intervall]
__________ e
k16 | -421.4822 167.9734 -2.51 0.013 -753.4748 -89.48953

k618 | -104.4571 54.18616 -1.93 0.056 -211.5538 2.639668

wa | -4.784917 9.690502 -0.49 0.622 -23.9378 14.36797

we | 9.353195 31.23793 0.30 0.765 -52.38731 71.0937

cons | 1629.817 615.1301 2.65 0.009 414.0371 2845.597

Jezeli mozemy przyjac zatozenie, ze sktadnik losowy w populacji ma roz-
ktad normalny, to mozemy uzyska¢ poprawne oszacowania dla ucietej proby
wykorzystujac polecenie truncreg z odpowiednia opcja 11(-) dla ucigcia z
dotu , oraz ul(-) dla uciecia z gory. Przyjmujac zatozenie o normalnosci roz-
ktadu na podstawie oszacowan mozemy wnioskowac¢ o catej populacji.
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. truncreg whrs k16 k618 wa we, 11(0)
(note: 100 obs. truncated)

Fitting full model:

Iteration O log likelihood = -1205.6992
Iteration 1: log likelihood = -1200.9873
Iteration 2: log likelihood = -1200.9159
Iteration 3: log likelihood = -1200.9157
Iteration 4 log likelihood = -1200.9157
Truncated regression
Limit: lower = 0 Number of obs = 150
upper = +inf Wald chi2(4) = 10.05
Log likelihood = -1200.9157 Prob > chi2 = 0.0395
whrs | Coef.  Std. Err. z P>|z]| [95% Conf. Intervall
__________ o
eql |
k16 | -803.0042 321.3614 -2.50 0.012 -1432.861 -173.1474
k618 | -172.875  88.72898 -1.95 0.051 -346.7806 1.030578
wa | -8.821122  14.36848 -0.61 0.539 -36.98283 19.34059
we | 16.52873  46.50375 0.36 0.722 -74.61695 107.6744
_cons | 1586.26 912.355 1.74 0.082 -201.9233 3374.442
__________ o
sigma |
cons | 983.7262  94.44303 10.42  0.000 798.6213 1168.831

Jak wida¢ z poréwnania wynikow obu oszacowan, w modelu regresji zgod-
nie z przewidywaniami oszacowane wartosci parametrow i wariancji sg znacz-
nie nizsze. Estymatory parametrow sa prawie dwukrotnie nizsze, a odchylenia
standardowego sigma=984, podczas gdy RMSE=809. Natomiast wplyw na
istotnos¢ zmiennych jest niewielki.

Jezeli przyjmiemy, ze kazda kobieta, ktéra chce pracowaé robi to, to pro-
blem z ktérym mamy do czynienia to nie uciecie rozktadu a ocenzurowanie.
Dla tych kobiet czas pracy nie jest dostepny, ale w skutek arbitralnej decyzji
badacza zostal ustalony na zero.Prowadzi to do modelu tobitowego. W tym
modelu zaktada sie, ze te same zmienne determinujg fakt nieocenzurowania
i wartos¢ nieocenzurowanej obserwacji.

. tobit whrs k16 k618 wa we, 11(0)

Tobit regression Number of obs = 250
LR chi2(4) = 23.03
Prob > chi2 = 0.0001
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Log likelihood = -1367.0903 Pseudo R2 = 0.0084

whrs | Coef. Std. Err. t P>t [95% Conf. Intervall]

__________ +_______________________________________________________________

k16 | -827.7657 214.7407 -3.85 0.000 -1250.731 -404.8008

k618 | -140.0192 74.22303 -1.89 0.060 -286.2129 6.174547

wa | -24.97919 13.25639 -1.88 0.061 -51.08969 1.131317

we | 103.6896 41.82393 2.48 0.014 21.31093 186.0683

_cons | 589.0001 841.5467 0.70 0.485 -1068.556 2246 .556

__________ +_______________________________________________________________

/sigma | 1309.909 82.73335 1146.953 1472.865
Obs. summary: 100 left-censored observations at whrs<=0

150 uncensored observations

0 right-censored observations

Model Tobitowy jest potaczeniem modelu liniowego i probitowego. Wobec
tego powazny problem dla uzyskania poprawnych oszacowan stanowi hete-
roscedastycznosé. Dlatego czesciej stosuje sie¢ model Heckamana, ktory jest
bardziej elastyczny i dodatkowo pozwala na to by rézne czynniki determino-
waly ocenzurowanie i poziom zjawiska.

1.4.3 Heckit

Zjawisko samoselekcji, nielosowej selekcji lub obciecia préoby zostato sze-
roko opisane we wspotczesnej literaturze ekonomicznej, zaréwno teoretycznej
jak i empirycznej. Znaczna czesé prac w tej dziedzinie dotyczy ekonomii rynku
pracy. Pomimo tego, takie same techniki moga by¢ z powodzeniem stosowane
na innych polach, np. dlugie szeregi zwrotow z papierow wartosciowych sa
samoselekcjonujacy sie probg ze wzgledu na obciazenie zwiazane z przetrwa-
niem (survivorship bias), w medycynie przy badaniach nad nowymi lekami
wystepuje obciazenie zwiazane z wycieraniem sie préby (attrition bias).

Préba ktorg dysponuje badacz jest reprezentatywna dla calej populacji
ale obserwacje dla zmiennej zaleznej sg uciete zgodnie z reguty, ktore bledy
sg skorelowane z btedami rownania analizowanego zjawiska.

Przypadkowe obciecie W przypadku wystepowania przypadkowego ucig-
cia proba jest podzbiorem populacji. Zmienna zalezna jest obserwowana, wy-
tacznie wtedy gdy warto$é¢ innej zmiennej wskaze, ze obserwacja zostanie
wyselekcjonowana.
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1.4.4 Przyktlad 4.

W badaniu ,bardziej zamoznych amerykanéw” okazato sie, ze ich prze-
cietny dochdd to 142.000 $ rocznie. Ludzie podlegajacy badaniu mieli albo co-
najmniej 100.000 $ rocznego dochodu, albo dysponowali majatkiem powyzej
500.000 $ (nie wliczajac wartosci domu). Przypusémy, ze badanie dochodéw
bazowalo tylko na jednostkach. ktérych dochdd przekraczat 500.000 $. Taka
selekcja jest formg obciecia proby, ale sposob selekcji nie koniecznie obcina
wszystkie obserwacje o niskich dochodach. Jednak nadal mozemy przypusz-
czac, ze przecigtnie jednostki posiadajace duzy majatek réwnoczesnie beda
miaty wysokie dochody. Z tego powodu przecietny dochod w tej subpopulacji
nie bedzie dobrym przyblizeniem dochodu przecietnego amerykanina. Dane
w takim badaniu sa wybrane nielosowo lub sa przypadkowo obciete.

Studia nad nielosowoscig proby analizuja szkodliwe efekty doboru pro-
by na wtasciwosci tradycyjnych estymatorow, np. otrzymanych metoda naj-
mniejszych kwadratow. Dzieki nim powstaty alternatywne metody estymacji
i wiele modeli empirycznych. W wielu przypadkach analiza doprowadzita do
nowej interpretacji wezesniej uzyskanych wynikéw.

1.4.5 Model selekcji

Proces budowy podstawowej wersji modelu nielosowego doboru rozpo-
czyna sie od réwnania badanego zjawiska, ktore zazwyczaj jest tradycyjnym
rOwnaniem regresji

yi = XiB+e (15)

Obserwujemy wartosci zmiennej wynikowej y; tylko dla wyselekcjonowanej
czesci proby. Drugim elementem jest rownanie opisujace mechanizm wyboru
obserwacji do proby. Dobér zalezy od obserwowanych charakterystyk jedno-
stek

di = Zy + v (16)

Zmienna zalezna d} jest wskaznikiem podjetej decyzji o zaliczeniu obserwacji
do proby.

W celu uproszezenia postaci funkcyjnej i interpretacji parametrow réwna-
nia (16) definiuje si¢ warto$é¢ progows zmiennej decyzyjnej d;. Wykorzystuje
sie ja do zastapienia nieobserwowanej wartosci zmiennej decyzyjnej indyka-
torowa zmienng zero-jedynkowa

g - 1 gdy d;
"0 gdy d;

(17)

NIV

S
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Czasem przyjmuje sie normalizacje d; = 0, ale nie jest to konieczne. Ce-
lem normalizacji jest uproszczenie wyprowadzenia postaci analitycznej formy
funkcyjne;j.

Zmienna, ktorej wartosci obserwujemy w probie y; powstaje jako

Zestawiajac powyzsze rownania mozemy przedstawi¢ model nielosowego do-
boru w postaci strukturalnej

(yf = Xif+<

di = Zlv+ v,

0 {1 gdy &; > d, (19)
0 d; < d;

\yi:y;k*di

Dodatkowo przyjmuje sie, ze €; oraz v; sa sktadnikami losowymi o Sredniej
zero, wariancjach odpowiednio o2 i ¢? oraz kowariancji cov(g;,v;) = o.,.
W przypadku, gdy kowariancja jest réwna zero, a skladniki losowe maja
rozktady normalne, réwnania (15) i (16) sa niezalezne i nie wystepuje problem
selekcji w modelu.

Z reguly przedstawiajac model prezentuje si¢ dwa pierwsze réwnania.
Roéwnanie zmiennej df nazywane jest rownaniem selekcji, a réwnanie opisu-
jace y; réwnaniem zjawiska.

Przypusémy, ze zmienne losowe Y i Z maja dwuwymiarowy rozkltad z
korelacja p. Interesuje nas rozktad zmiennej Y pod warunkiem, ze zmienna
Z jest wieksza od pewnej ustalonej wartosci. Intuicja nam podpowiada, ze
jezeli zmienne Y i Z sg dodatnio skorelowane to obcigcie zmiennej Z po-
winno przesuna¢ dystrybuante rozktadu zmiennej ¥ w prawo. Jestesmy za-
interesowani zaréwno rozktadem obcietej zmiennej losowej, jak rowniez jego
wartoscia srednig i wariancja.

Na poczatku dla uproszczenia analizy zajmiemy si¢ dwuwymiarowym roz-
ktadem normalnym. Obciety taczny rozktad zmiennych Y i Z jest dany na-

stepujaco:
fly,z)

f(y,Z|Z>a)=m (20)

By uzyskaé rozktad brzegowy przypadkowo obcietej zmiennej Y wystarczy

dokona¢ catkowania powyzszego wyrazenia po zmiennej Z. Momenty przy-
padkowo obcietego rozktadu normalnego wynosza odpowiednio:

B 12> d = [ypd 22 e =+ o) (1)
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fly.2)
Pr(Z > a)

gdzie: a, = (a—p.) /05, Maz) = ¢(a.)/[1-P(a.)], 6(a) = M) [Maz) —a],
®(a,) jest dystrybuanta rozktadu normalnego, a ¢(a,) jego gestoscia.

Odpowiednie wyrazenia opisujace momenty zmiennej Z wygladaja naste-
pujaco:

xmmw2>@=/W—En2 dz = o2[1 — p*6(cv.)]

E[z | obcigcie] = p, + oyA(a,) (22)
Var(z| obciecie] = o2[1 — §(a,)]

Jezeli obciecie rozktadu nastepuje z gory. tzn. z < a, nalezy dokona¢ podsta-
wienia A\(a,) = —¢(a,)/P(a,)

Tak jak mozna oczekiwac, srednia rozktadu obcietego jest przesunieta w
kierunku wyznaczonym przez znak korelacji pomiedzy zmiennymi jezeli ob-
ciecie nastepuje z dohu, a w przeciwnym kierunku do znaku korelacji przy
obcieciu rozktadu z gory. Dodatkowo obciecie rozktadu zmniejsza wariancje,
poniewaz zaréwno () jak i p? sa pomiedzy zerem a jedynka.

1.4.6 Przyklad 5. Regresja w modelu z selekcja

W celu uzasadnienia celowosci uzycia modelu powstatego w wyniku ob-
ciecia rozktadéw rozwazymy przyktad.

1. Rownanie ptac. Roznica miedzy rynkows pensja jednostki, ktorej moze
domagac si¢ na rynku pracy, i jej minimalng akceptowang ptaca, powy-
zej ktorej osoba zdecyduje sie uczestniczy¢ w rynku pracy jest funkcja
takich charakterystyk jak wiek i wyksztatcenie, oraz, np. liczba dzieci
i gdzie dana osoba mieszka.

2. Rownanie godzin pracy. Pozadana liczba godzin pracy dostarczana na
rynek zalezy od placy, charakterystyk gospodarstwa domowego np.: czy
wystepuja w nim mate dzieci, stanu cywilnego osoby.

Problem obciecia wystepuje poniewaz réwnanie opisuje pozadang liczbe
godzin pracy, ale wartos¢ ta jest obserwowana tylko w przypadku gdy bada-
na osoba pracuje. Wnioskujemy z tego, ze ptaca rynkowa przekracza ptace
minimalng przy ktérej dana osoba sktonna jest podjac¢ prace. Z tego powodu
zmienna opisujaca ilos¢ godzin w drugim réwnaniu jest przypadkowo obcigta.

Wystepuje systematyczna roznica pomiedzy wylosowang proba a popula-
cja z ktorej ona pochodzi. By opisa¢ powyzsze przyktady za pomoca ogdlnej
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struktury réwnan, mozemy postuzy¢ sie nieobserwowana zmienna. Réwnanie
selekcji bedzie dane nastepujaco:

di = Z"vi + v
rownanie zjawiska przyjmuje nastepujaca forme:

yi = X+ e
Zmienna y; jest obserwowana, tylko w przypadku gdy obserwacja znajdzie
sie w probie, czyli gdy df > 0.

Przyjmijmy dodatkowo, ze v; i €; maja dwuwymiarowy rozktad normalny
ze Srednimi zero i korelacja p. Przyjmujac zatozenie o normalnosci rozktadu
mamy:

g = pu; + & (23)

gdzie ¢ jest niezalezne od wu;. Do wyprowadzenia postaci funkcyjnej modelu
przydaje sie uzyteczny fakt o rozktadzie normalnym:

¢(x)
O(x)

E(w |vi>—z)=\x) = (24)
Funkcja A(z) nazywana jest odwréconym ilorazem Millsa. Jest ona iloczy-
nem korelacji miedzy sktadnikami losowymi i wariancji sktadnika losowego
rownania selekcji.
Przyjmujac te zatozenia mozemy uzyska¢ model, ktory jest dostosowany
do obserwacji w naszej probie:
Ely; | y; jest obserwowane] = Ely; | df > 0]
= Ely; | vi > —Z'vi]
— XI8+ pohiley)
= Xz,ﬁ + ﬁ)\)\i(al/)
gdzie: o, = —Z{’}//O'u oraz /\Z(O‘u) = ¢(Z{7/OU>/CI)(Z{V/U1L)

ElY;|d; >0l +v;, = X;6+ O+ Ni(ow) + v

Regresja przeprowadzona metoda najmniejszych kwadratow z uzyciem
dostepnych obserwacji, np. regresja przepracowanych godzin na ich determi-
nanty z uzyciem wylacznie obserwacji dla pracujacych kobiet daje niezgodne
estymatory wektora parametrow 3. Mozemy potraktowac¢ ten problem jako
problem zmiennych pominietych. Regresja metoda MNK y na X i A daje
zgodne estymatory, lecz jesli A jest pominieta w regresji, wtedy powstaje
btad na skutek btednej specyfikacji modelu w wyniku pominiecia zmiennej.

yi = X8+ pNZy) + v; (25)
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Ta regresja oszacowana MNK daje zgodne estymatory dla obserwowanej pod-
proby. Z drugiej czeci réwnania (22) wynika, ze jesli nawet \; sa obserwowa-
ne, metoda najmniejszych kwadratéw bedzie dawala nieefektywne estymato-
ry, poniewaz zaburzenie losowe v; jest heteroscedastyczne.

Krancowy efekt wplywu regresora na zmienng objasniang y; w obserwo-
wanej probie zawiera dwa sktadniki. 3 jest bezposrednim efektem mierzonym
na poziomie $redniej wartosci Y;. Dodatkowo, dla niektérych zmiennych nie-
zaleznych, jesli ZF > 0 wtedy oddzialywuje na zmienng y; poprzez parametr
;. Catkowity efekt regresora, ktéory wystepuje zaréwno w X; jak i w Z; na
zmienng y wynosi:

OR[Y; | dy > 0] PO,
20 oo 26)

gdzie:

Przypusémy, ze p jest wicksze od zera oraz EY;| jest wieksze przy dodat-
nim d; niz przy ujemnym. Poniewaz d; nalezy do przedziatu (0,1), dodatkowy
sktadnik w réwnaniu (26) redukuje efekt krancowy. Zmiana prawdopodobien-
stwa wplywa na srednig warto$¢ Y; - w grupie z dodatnim d; $rednia wartosc¢
jest wyzsza. Drugi sktadnik réwnania kompensuje ten efekt. W rezultacie
otrzymujemy warunkows srednig zmiane.

1.4.7 Przyktlad 6.

Przypusémy, ze wyksztalcenie wptywa na prawdopodobienstwo migracji
i dochod. Jezeli zalozymy, ze dochody migrantow sa wyzsze niz osoéb o ta-
kich samych charakterystykach ale nie migrujacych, wtedy krancowy efekt
wyksztatcenia sktada sie z dwoch czesci: pierwsza powstaje w wyniku zwiek-
szenia prawdopodobienstwa awansu do grupy o wyzszych dochodach, druga
w wyniku wplywu na dochdéd wewnatrz danej grupy dochodowej. Wspotezyn-
nik przy zmiennej wyksztatcenie przeszacowuje krancowy efekt wyksztatcenia
ludzi migrujacych i niedoszacowuje ten efekt dla pozostalych. Oszacowane
kierunki i rozmiary efektow moga rézni¢ sie od otrzymanych z wektora f3.

W wigkszosci przypadkéw, zmienna decydujaca o wyborze do proby d*
nie jest obserwowana. Czesto znamy jedynie jej znak. Np. z reguty wiemy czy
kobieta pracuje czy nie, lub czy osoba migrowala czy nie. Z takiej informacji
mozemy uzyska¢ znak zmiennej d*, ale nic nie wiemy o jej wartosci. Ponie-
waz skala zmiennej d* nie jest znana, nie moze by¢ oszacowana wariancja
sktadnika losowego. Dlatego przy szacowaniu modelu za pomocg procedury
dwustopniowej jej warto$¢ arbitralnie jest ustalana na 1.
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1.4.8 Estymacja

Parametry modelu z selekcjonujaca sie proba moga by¢ estymowane me-
toda najwickszej wiarogodnosci. Ta procedura w literaturze anglojezycznej
jest okreslana jako Full Mazimum Likelihood. Wymaga przyjecia trudnego do
spetnienia zatozenia o dwuwymiarowej normalnosci rozktadu v; i €;. Woéwcezas
tacznie sa znajdowane oszacowania parametrow 3,7, p.

Ale, zazwyczaj uzywana jest dwustopniowa procedura Heckmana. Polega
ona na tym, ze:

1. Estymowany jest model probitowy metoda najwiekszej wiarogodnosci.
Z tego modelu uzyskuje si¢ estymator 7. Nastepnie dla kazdej obser-
wacji wylicza si¢ \; = ¢(X/7)/P(X/5), oraz 0; = N\i(N\; — wi7y).

2. Przeprowadzana jest regresja metoda MNK y na X i Nz niej otrzy-
mujemy [ oraz 3\ = po..

Mozliwe jest réwniez uzyskanie zgodnych estymatoréow dla indywidual-
nych parametréw p i o.. Dla kazdej obserwacji, prawdziwa warunkowa wa-
riancja wynosi:

o} = o2(1 = p*%)

Srednia warunkowa wariancja w prébie dazy do

R <
phmEZaf = 02(1 — p*6)
i=1

czyli do wariancji otrzymywanej metoda najmniejszych kwadratow % Dla
kwadrat wspotczynnika A mamy

2

€

plimb3 = p’c

7 modelu probitowego otrzymujemy:

Mozemy uzyskaé zgodny estymator parametru o2 uzywajac:
21, §b2
o = Ee € + 00y
ostatnim estymatorem jest oszacowanie korelacji sktadnikéw losowych:
p=2
o
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ktory uzupehia zbior estymatoréw modelu.

Ten sposéb estymacji jest czesto uzywany przy wystepowaniu problemu
samoselekcji, badz braku losowosci proby. Jednak stosowanie procedury Heck-
mana wymaga ostroznosci bowiem jest ona wrazliwa na niespelnienie zato-
zenia o normalnosci rozktadu reszt. czesto dodatkowym utrudnieniem jest
mala wariancja parametru A(w;y) w probie. Jest ona konsekwencja stabego
dopasowania modelu probitowego do danych empirycznych.

1.4.9 Przykltad 7.

Dane do przyktadu sa wycinkiem amerykanskiego badania rynku pra-
cy. Préba zawiera informacje o 2000 kobiet, wsrod ktoérych 657 nie pracuje.
Zmienna 1w to logarytm placy, age to wiek w latach, children oznacza ilo$¢
posiadanych dzieci, a education ilo$¢ ukonczonych lat nauki.

W celu identyfikacji parametréw przyjmujemy ze stan cywilny wptywa na
partycypacje w rynku pracy, ale nie wptywa na wysokosé¢ ptacy.

. use http://www.stata-press.com/data/imeus/womenwk, clear

. heckman lw education age children, select(age married children education)

Iteration O: log likelihood = -1065.7948
Iteration 1: log likelihood = -1053.6855
Iteration 2: log likelihood = -1052.867
Iteration 3: log likelihood = -1052.8574
Iteration 4: log likelihood = -1052.8574
Heckman selection model Number of obs = 2000
(regression model with sample selection) Censored obs = 657
Uncensored obs = 1343
Wald chi2(3) = 454.78
Log likelihood = -1052.857 Prob > chi2 = 0.0000
| Coef.  Std. Err. z P>|z]| [95% Conf. Intervall
_____________ o
1w |
education | .0397189 .0024525 16.20 0.000 .0349121 .0445256
age | .0075872 .0009748 7.78 0.000 .0056767 .0094977
children | -.0180477 .0064544 -2.80 0.005 -.0306981  -.0053973
_cons | 2.305499 .0653024 35.30 0.000 2.177509 2.43349
_____________ b
select |
age | .0350233 .0042344 8.27 0.000 .0267241 .0433225
married | .4547724 .0735876 6.18 0.000 .3105434 .5990014
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children
education
_cons

/athrho
/lnsigma

.4538372
.0565136
-2.478055

.0288398
.0110025
.1927823

.3973122
.0349492
-2.855901

.5103621
.0780781
-2.100208

.3377674
-1.375543

.1152251
.0246873

.1119304
-1.423929

.5636045
-1.327156

.3254828
.2527024
.0822503

.1030183
.0062385
.0273475

.1114653
.2407662
.0286501

.5106469
.2652304
.1358505

Prob > chi2 = 0.0187

5.53

Test ilorazu wiarogodnosci odrzuca hipoteze o niezaleznosci réwnania se-
lekcji i réwnania zjawiska. Oznacza to, ze pominiecie mechanizmu selekcji i
oszacowanie modelu regresji prowadzitoby do uzyskania obcigzonych estyma-

torow.

Oszacowania uzyskane metoda najwiekszej wiarogodnosci sg czule na nie-
spetienie zatozenia o dwuwymiarowej normalnosci. Dlatego czesto uzywa sie

procedury dwustopniowej, ktora jest bardziej odporna.

. heckman lw education age children,select(age married children education) twostep

Heckman selection model -- two-step estimates Number of obs = 2000

(regression model with sample selection) Censored obs = 657

Uncensored obs = 1343

Wald chi2(6) = 737.21

Prob > chi2 = 0.0000

| Coef Std. Err z P>|z| [95% Conf. Interval]

_____________ e
1w |

education | .0427067 .003106 13.75 0.000 .0366191 .0487944

age | .009322 .0014343 6.50 0.000 .0065108 .0121333

children | -.0019549 .0115202 -0.17 0.865 -.0245341 .0206242

_cons | 2.124787 .1249789 17.00  0.000 1.879833 2.369741

_____________ e
select |

age | .0347211 .0042293 8.21 0.000 .0264318 .0430105

married | .4308575 .074208 5.81 0.000 .2854125 .5763025

children | .4473249 .0287417 15.56  0.000 .3909922 .5036576

education | .0583645 .0109742 5.32 0.000 .0368555 .0798735

_cons | -2.467365 .1926635 -12.81  0.000 -2.844782  -2.089948

_____________ o
mills |
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lambda | .1822815 .0638285 2.86 0.004 .05718 .307383
_____________ +_______________________________________________________________
rho | 0.66698
sigma | .27329216
lambda | .18228151 .0638285

Dzieci zwiekszaja prawdopodobienstwo posiadania pracy, ale zmiejszaja
place.

Jak wida¢ wielkosci oszacowan parametréow wektoréw 3 oraz ~ nieznacz-
nie réznig sie. Natomiast wystepuje znaczna réznica w oszacowanej wielkosci
parametru p. Moze to wskazywac¢ na brak dwuwymiarowej normalnosci roz-
ktadu sktadnika losowego, bowiem metoda dwustopniowa daje oszacowania
zgodne i bardziej odporne.
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