Matematyka ubezpieczen majatkowych 17.06.2013 .

Zadanie 1.
Mamy dany ciag liczb {ql o P qn} z przedziatu (0,1). Rozwazmy dwie zmienne

losowe:
o Y orozkladzie dwumianowym i parametrach (n, q), gdzie g = lZqi
N5
o Z, ktorej warunkowy rozklad (przy danej wartosci Q) jest rozktadem
dwumianowym z parametrami (n,Q), za$ zmienna Q ma rozktad n-punktowy

taki, ze Pr(Q=q;) = 1 i=12,..,n
n
Wariancje tych trzech zmiennych zwigzane sg réwnoscia:

var(Z) = var(Y) + aZ(qi - q)?
i=1

Stala a wystgpujaca w tej rdwnosci wynosi:

(A n-1
(B) n
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Zadanie 2.
Oznaczmy przez N liczbe roszczen zgloszonych, przez K liczbe roszczen uznanych,
za$ przez M;,M,, M,... zmienne sygnalizujace decyzje o uznaniu (warto$cig jeden)

lub oddaleniu (wartoscig zero) kolejnych roszczen. Mamy wigc:

e K=M,+M,+..+M,.
Zaktadamy przy tym, ze N, My, M, M5, ... s3 niezalezne, oraz ze:

¢ N ma rozktad dwumianowy o parametrach (n, q),

e M,;, M,, M;, ... maja ten sam rozktad dwumianowy o parametrach (1, Q).
Przy zatozeniu, ze n = 15, ¢ = 3/10, oraz Q = 4/10, warunkowa wartos¢
oczekiwana liczby wszystkich roszczen pod warunkiem, ze liczba roszczen uznanych
wyniosta 4, a wiec E(N|K = 4), wynosi:

(A) 550
(B) 5.80
C) 598
(D) 6.25
(E) 6.70
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Zadanie 3.
Proces pojawiania si¢ szkod startuje w momencie 7, = 0. Niech 7, oznacza moment

zaj$cia n-tej szkody. Poniewaz szkody numerujemy wedtug kolejnosci zajscia, wobec
tego zachodzi 0< 7, <7, <... .
Wyptata odszkodowania za n-tg szkod¢ nastepuje w momencie 7, + D, .
Zalézmy, iz zmienne losowe T,, (T,—T,), (T, ~T,),... oraz D,, D,, D,, ...
sg wszystkie nawzajem niezalezne, przy czym:
e T,(T,-T,),(T,-T,) ... majarozklad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej 1,
e D, D,, D,, ... maja rozktad Gamma o wartosci oczekiwanej rownej 2 i
wariancji rownej takze 2.
Prawdopodobienstwo, iz dla pewnego ustalonego n wyptata odszkodowania za szkode
N +1-sza poprzedzi wyplate odszkodowania za szkode n-ta wynosi:
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Zadanie 4.

W procesie zgtaszania i likwidacji szkod kazda szkode charakteryzuje para
zmiennych losowych (T, D), gdzie T oznacza moment zgtoszenia szkody, za$

(T + D) moment jej likwidacji. Jesli ponumerujemy szkody wedtug chronologii ich
zglaszania, bedziemy mieli 0< 7, <7, <... , natomiast takie nieréwnosci nie musza
zachodzi¢ dla (T; + D,), (T, + D,), ....

Zalozmy, iz zmienne losowe T, (T2 —Tl), (TS -T, ), ... oraz D, D,, D,, ...
sa wszystkie nawzajem niezalezne, przy czym:
e Czasy oczekiwania na kolejne zgtoszenie T,, (T, —T,), (T, —T,), ... maja taki
sam rozktad wyktadniczy o wartos$ci oczekiwanej 1,
e (Czasy likwidacji szkod D,, D,, D,, ... maja taki sam rozktad czteropunktowy,
w ktorym kazda z wartosci {1, 2, 3, 4} pojawia si¢ z takim samym
prawdopodobienstwem réwnym Ya.

Warunkowa warto$¢ oczekiwana czasu likwidacji szkody, pod warunkiem ze szkoda
w momencie czasu t = 4 oczekuje na likwidacje, a wiec:
e E(DIT<4<T+D),

Wynosi:

(A) 25
(B) 275
© 3
(D) 3.25
(E) 4
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Zadanie 5.

Zmienne X, oraz X, reprezentuja taczna warto$¢ szkod z pewnej grupy ryzyk w
dwoch kolejnych latach. Zmienne te sg (przy danej wartosci 4 parametru ryzyka A)
zmiennymi losowymi warunkowo niezaleznymi, o rozktadach ztozonych Poissona z
takg samg oczekiwang liczbg szkéd A 1 takim samym rozktadem wartosSci
pojedynczej szkody Y, o charakterystykach:

o E(Y)=g,, var(Y)=c?.
Parametr ryzyka A ma rozktad, o ktorym wiemy, zZe:
o E(A) = Uy, var(A) =o’.

Rozwazamy predykcje X, oparta na zaobserwowanej liczbie N, oraz lacznej
wartosci szkod X, z poprzedniego roku. Zaktadamy przy tym, ze znamy wartosci

parametrow g, , af, M, oraz 0,2\.

Wisrdd liniowych nieobeigzonyck predyktoréw postaci:
o LUP(X,Ng, Xo)=Xo-2, +No- a4y - 2y + 1, - st -(1=2, — 2,,),
poszukujemy predyktora najlepszego (BLUP), dobierajac wspotczynniki z, oraz z,
tak, aby zminimalizowa¢ btad $redniokwadratowy predykcji:
e EfX,—LUP(X,|N,, X, )}
Optymalna warto$é z, wspotczynnika z, dana jest wzorem:

(A) z, =0
2
* +o
(B) ZX — :uA - A
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Zadanie 6.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki z zerowa nadwyzka poczatkowa:
Ut) = ct — YOy, gdzie:
e Ctjest sumg sktadek zgromadzonych do momentu t,
e N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnos$ci A
e warto$ci szkdd Y,,Y,,Y;,... s i.i.d, niezalezne od procesu N(t).
O rozktadzie warto$ci pojedynczej szkody wiemy, ze:
o Pr(Y,e[0,10))=1,
o E(Y,)=4.
Wiemy tez, ze ¢ >4A.
Przy tych zatozeniach warunkowy rozktad deficytu w momencie ruiny (pod
warunkiem ze do ruiny dojdzie) nie jest doktadnie znany. Daje si¢ jednak okresli¢

zbior wszystkich mozliwych wartosci, jakie moze przyjaé wartos¢ oczekiwana tego
rozktadu. Ten zbior to przedzial:

A L4
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Zadanie 7.

Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U(t)=u +ct — Sn)» gdzie:
e U to nadwyzka poczatkowa
e cCt to suma sktadek zgromadzonych do momentu t,

n
e S = ZYi to taczna wartos$¢ szkod zasztych do momentu t,
i=1
e proces liczacy N(t) oraz wartosci poszczegolnych szkod VY,,Y,,Y;,... sa
niezalezne, przy czym:
o N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,
e warto$ci poszczegolnych szkdd Y,,Y,,Y;,... majg ten sam rozklad wyktadniczy

o warto$ci oczekiwanej rownej 1
e c=@1+0)-4, 0>0

Wiadomo, ze zmienna losowa:
o L:=suplu-U(t)}

t>0
daje si¢ przedstawi¢ jako zmienna o rozktadzie ztozonym:

o L=l+,+..+1, (L=0gdy N=0),
gdzie sktadnik |, jest zmienna okreslong w przypadku, gdy nadwyzka spadnie ponizej
u, 1 rowny jest wtedy:
e | =u-U(), gdzie t, jest tym momentem czasu, kiedy po raz pierwszy do
takiego spadku doszto.

Jesli 8=1/5, oraz u=2, to warunkowa warto$¢ oczekiwana liczby takich spadkow,
pod warunkiem Ze nastgpila ruina:

E(N|L > u)
Wynosi:
(A) 52
(B) 63
©) 62
©) 73
B 72
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Zadanie 8.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t)=u +ct — S gdzie:

e U to nadwyzka poczatkowa
e cCt to suma sktadek zgromadzonych do momentu t,

n
e S = ZYi to taczna warto$¢ szkod zasztych do momentu t,
i=1
e proces liczacy N (t) oraz wartosci szkod Y,,Y,,Y;,... sa niezalezne, przy czym:
e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci 4,
e warto$ci szkdd Y,,Y,,Y;,... majg taki sam rozktad
e c=@1+6)-1-E(Y,)), 6>0

Wiadomo, ze zmienna losowa:
L :=supfu—-U(t)}

t>0
daje si¢ przedstawi¢ jako zmienna o rozktadzie ztozonym:

L=l +0L+...+1, (L=0 gdy N=0),

gdzie |, jest zmienna okreslona, gdy nadwyzka spadnie ponizej u, i rowna jest wtedy:
I =u-U(t),

gdzie t, to moment czasu, kiedy po raz pierwszy do takiego spadku doszto.

Wiadomo, ze jesli doszto do ruiny, wtedy istnieje taka liczba K e {L 2,..., N} ze:
L+L+..+l,>u oraz |+l +..+I,,<u
Innymi stowy, K oznacza kolejny numer tego spadku, przy ktorym nastgpita ruina.

Jesli 0=1/5, oraz u=2, oraz jesli wiadomo, ze ruina nastapita przy trzecim spadku,
to oczekiwana liczba spadkow pod tymi warunkami:
E(N|L>u,K =3)

wynosi:
A) 5
B) 6
© 7
D) 8
E) 9
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Zadanie 9.
Liczba szkdéd N z pojedynczej umowy w pewnym ubezpieczeniu jest zmienng losowa
o rozktadzie danym wzorem:

Pr(N =0) = p,,
Pr(N=1)=p,
k
Pr(N=K)=——Po=P A o5y
exp(A)—1—1 k!

z parametrami spetniajacymi zalozenia: A >0, p, 20, p, >0, 0raz p,+ p, <1.

Okazato si¢, ze w zbiorze 1000 takich umow ubezpieczeniowych zaobserwowano:
e 500 przypadkow bezszkodowych

300 przypadkow z jedna szkoda

142 przypadki z dwiema szkodami

41 przypadkow z trzema szkodami

13 przypadkow z czterema szkodami

3 przypadki z pigcioma szkodami

1 przypadek z szeScioma szkodami

Niech (f)o, o /i) oznaczajg estymatory parametrow (po, Py /"t) uzyskane metoda
najwigkszej wiarygodno$ci, opartego na zatozeniu o wzajemnej niezaleznosci
obserwacji. Wobec tego estymator A jest rozwiazaniem ponizszego rownania:
P aexp(/1) -1-2
exp(4) -1
gdzie parametr a wynosi

(A)  39/50
(B) 39/10
(C) 24/25
(D) 39/25
(E) 125
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Zadanie 10.
Liczby szkod N,,...N;,, N;; w kolejnych latach sa, dla ustalonej wartosci parametru

Q=(, niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie dwumianowym
z parametrami (1, q), a wigc przyjmujg warto$¢ 1 z prawdopodobienstwem (@, za$
warto$¢ 0 z prawdopodobienstwem (1—q). Niech N =N, +...+ N,,. Parametr ryzyka
Q jest zmienng losowa o gesto$ci na przedziale (0,1) okre$lonej wzorem:

o fo(x)=4-1-x)°.
Warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby zachodzita nierownos$¢:

. var(N11|N1,..., Nlo)> var(Nll)
jest postaci:

A) N>0
B) N>1
C) N>2
D) N>3
E) N>4
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Egzamin dla Aktuariuszy z 17 czerwca 2013 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi”

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 A
2 D
3 B
4 C
5 A
6 B
7 E
8 D
9 E

10 C

“ Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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