Matematyka ubezpieczen majatkowych 1.10.2012r.

Zadanie 1.
W pewnej populacji kazde ryzyko charakteryzuje si¢ trzema parametrami g, b oraz v,
0 nastepujacym znaczeniu:
e parametr q to prawdopodobienstwo, ze do szkody dojdzie (moze zajs¢ co
najwyzej jedna szkoda),
e jesli juz do szkody dojdzie, to rozktad jej wartosci ma warto$¢ oczekiwang
réwng b i wariancje réwng b2v?.
Parametr v2 dla wszystkich ryzyk z populacji przyjmuje te sama warto$¢ rowna 1/5.
Niejednorodnos$¢ populacji znajduje wyraz w zréznicowanych warto$ciach
pozostatych dwoch parametrow. Wartosci parametrow (q,b) losowo dobranego ryzyka
z tej populacji to realizacja pary zmiennych losowych (Q,B), o ktorej wiemy, ze:
e E(Q) =01,
e var(Q) = 0.01,
e wvar(B) = [E(B)]%,
e zmienne Q i B sa niezalezne.
Niech W, oznacza taczng warto$¢ szkod z portfela liczacego n ryzyk niezaleznie
wylosowanych z tej populacji. Liczba n, dla ktorej zachodzi:

Jvar(Wy) 0.1

E(Wn)
WYnosi:

(A) 1400
(B) 1350
(C) 1300
(D) 1250
(E) 1200
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Zadanie 2.

Pewien podmiot maksymalizuje warto$¢ oczekiwang funkcji uzytecznosci o postaci:
u(x) =—exp(—x).

Tymczasem majatek tego podmiotu wynosi W, moze on jednak zosta¢ zredukowany o
stratg w wysokosci 1, co moze nastgpi¢ z prawdopodobienstwem g.

Od ryzyka tej straty mozna si¢ na rynku ubezpieczy¢. Rynek oferuje kontrakty z
udzialem wlasnym ubezpieczonego, z parametrem ¢« € (O,l], takie ze:

e skladka za kontrakt wynosi (1+6)-q-«,
e odszkodowanie w razie zaj$cia szkody wyniesie a

Jesli zalozymy, ze 8 = 1/5 za§ q = 1/6, wtedy podmiot, o ktdrym mowa, osiggnie
maksimum oczekiwane] uzyteczno$ci wybierajac kontrakt z pokryciem rownym
(wybierz najlepsze przyblizenie):

(A) a=69%

(B) a=72%

C) a=7%

(D) a=~78%

(E) a~81%
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Zadanie 3.

Zmienna losowa X jest sumg trzech niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach
ztozonych Poissona z parametrami odpowiednio (A4, F;), (45, F,), oraz (43, F3).
Warto$ci parametrow czestotliwosci to A4, A,, A3, oraz dystrybuanty F;, F,, F;, dane
$3 wzorami:

i A Fi(x) dlax<1 |F(x)dal<x<2| Fi(x) da x>2
1 2 0 0,2 1
2 1 0 0,4 1
3 1 0 0,8 1

Przy tych zatozeniach parametr a wzoru:
e Pr(X =4)=aexp(—b)

wynosi:
A 6=
® 7=
© 82
©) 95
E) 112
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Zadanie 4.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki z zerowa nadwyzka poczatkowa:
Ut) = ct — YOy, gdzie:
e Ctjest sumg sktadek zgromadzonych do momentu t,
e N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnos$ci A
e wartosci szkod Y,,Y,,Y;,... sa 1.i.d, niezalezne od procesu N (t).
O rozktadzie warto$ci pojedynczej szkody wiemy tylko tyle, ze:
o Pr(Y,e01])=1,
o E(Y,)=1/5.

. A
Wiemy tez, ze € > 5

Wobec tego wartos$¢ oczekiwana deficytu w momencie ruiny (pod warunkiem Ze do
ruiny dojdzie) moze przyjmowac rozne wartosci. Przedziat, ktory zawiera wszystkie
te wartos$ci (1 nic ponadto) jest postaci:

) % ﬂ
®) % %
©) % %
©) % %
) % ﬂ
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Zadanie 5.

W modelu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym nadwyzka poczatkowa
wynosi 2.5, sktadka roczna wynosi 2, a taczne wartosci szkéd w kolejnych latach
W,,W, ,W;,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie danym
wzorem:

Pr(wW, =k) =0.6(0.4) ", k=123,...

Prawdopodobienstwo ruiny wynosi:

a2

®
© =
©) %
®
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Zadanie 6.

W pewnym ubezpieczeniu mamy do czynienia z cigglym, stopniowym wzrostem
liczby ryzyk w portfelu, co wyraza zatozenie, iz zmienna T, e(O,l) oznaczajaca
moment zajscia losowo wybranej szkody z tego portfela w ciggu roku (o ile
oczywiscie do szkody dojdzie) ma rozktad dany gestoscia:

_ exp(0.1t)
* = 10(exp(0.1)—1)
Niech T, oznacza odstgp w czasie od momentu zajscia szkody do jej likwidacji.
Zmienna ta ma rozktad wyktadniczy z wartoscig oczekiwang rowng 1 (rok).

Zaktadamy ze zmienne losowe T, oraz T, sa niezalezne. Prawdopodobienstwo, iz

szkoda, do ktorej doszto w ciagu roku, pozostanie nie-zlikwidowana na koniec tego
roku, z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A)  64%
(B) 67%
(C) 70%
(D) 73%
(E) 77%
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Zadanie 7.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem cigglym:
e skumulowana warto$¢ szkdd jest procesem ztozonym Poissona, w ktorym
intensywno$¢ pojawiania si¢ szkéd wynosi 300, zas$ pojedyncze szkody sa
niezalezne od siebie i od procesu pojawienia si¢ szkod, 1 majg rozktad dany na
polosi dodatniej gestoscia:
1 1 1 1
FG) = g3e%0 (= 5%) + ggexp (~ 1)
e intensywnos$¢ sktadki (naptywajacej w sposob ciaggly) wynosi 3600.
Wiadomo, ze przy takich zatozeniach funkcja prawdopodobienstwa ruiny (jako
funkcja wysokos$ci nadwyzki poczatkowej U) jest postaci:

Y(u) = a, exp(—r,u) + a, exp(—r,u)

Suma parametrow tego wzoru (a; + a,) Wynosi:

Az
® 2
© =
©) =
€ 3
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Zadanie 8.
Rozwazamy taczng warto$¢ szkdd z pewnego portfela ryzyk w roku ubieglym:

o Xo=Y'+ 4V,
oraz w roku nadchodzacym:

o Xy=Y'+-+VYy.
Wiemy, ze Ny i N; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Poissona(A).
O zmiennych Y, Y, Y2, Y, Y2, Y1, ... wiemy, Ze sg — przy danej wartosci parametru
ryzyka ® — warunkowo niezalezne, niezalezne takze od zmiennych Ny i N;, oraz maja
identyczny (warunkowy) rozktad o momentach pierwszych dwoch rzedéw danych
wzorami:

s E(Y1O|®) =0,

e var(YP|0) = 02V2.
Parametr ryzyka O jest zmienng losowa. Przyjmijmy oznaczenia:

e E@)=np

e var(0®) = p2va.
Zaktadamy, Ze znamy wartosci parametrow A, u, Vi?, V&, oraz iz zaobserwowali$my za
rok ubiegly realizacje N, oraz X,. Okazuje si¢, ze najlepszy liniowy nieobcigzony
predyktor tgcznej wartosci szkdd w roku nadchodzgcym mozna uprosci¢ do postaci:

* BLUP(Xy|Ny, Xo) = A + a(Xo — uNo),
gdzie wspodlczynnik a jest nastgpujaca funkcja znanych parametrow:

A

AWE+(1+VE)(1+VE)
(B) AV§+(1+1//1§(1+V§)—1
© /1V5+(1+V;£‘;G(%1+V$)—V§
(D) AV@§+(1+VgG(§1+V§)—Vg
(E) %

AWE+(14VE)(14VE)-VEve
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Zadanie 9.

Modelujemy przebiegajacy w czasie proces likwidacji szkod przez ubezpieczyciela.
Niech T oznacza zmienng losowg oznaczajaca czas, jaki uptywa od momentu
zgloszenia szkody do jej likwidacji. Niech:

_ fr@®
hr(t) = o >0

oznacza natezenie procesu likwidacji (gestos¢ likwidacji tych szkod, ktore do
momentu t pozostaja jeszcze nie zlikwidowane). Wystepujace we wzorze symbole fr,
Fr, oraz hr oznaczaja odpowiednio funkcje gestosci, dystrybuante oraz funkcje
hazardu zmiennej T.

Zal6zmy, ze natezenie procesu likwidacji dane jest funkcjg hazardu okreslong na
polosi dodatniej nastepujaco:

1
he(0) = T
Wtedy warto$¢ oczekiwana czasu likwidacji E(T") wynosi:

A) 2
B) 3
€ 4
(D) 8
(E) +o
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Zadanie 10.
W pewnym ubezpieczeniu szkody zawsze likwidowane sg nie pozniej, niz w roku

nastepujgcym po roku zajscia. Niech X, , oraz X, , oznaczajg tgczng warto$¢ szkod
zaistniatych w roku t, a likwidowanych w tym samym roku oraz w roku nastepnym,
odpowiednio. Mamy w dyspozycji probke obserwacji z lat t =1,2,...,n:

o Xior Xy Xggs Xgasees Xygy X

Zaktadamy, ze wszystkie powyzsze zmienne sg niezalezne, i majg rozklady Gamma o
parametrach:
Xio ~ ey, B), t=12..,n,

X, ~T(en, ), t=12,..,n.
Nie znamy wartosci parametrow (¢, o, ), W istocie jednak interesuje nas jedynie

) a,
parametr W=
ao + al

Rozwazamy dwa estymatory tego parametru:

2 X
t=1

1 Xu

I&’_L ::—Zﬁ y oraz ,L:li ::n—
N +
t=1 7o vt Z(Xt,o + xt,l)
t=1
Stosunek wariancji tych estymatorow:
var(z,)
var( le)
WYNOSi:
G
0 1
Qo+ag+e
® e
0 1

(C) a0+a1+}
a0+0£1+£

(D) apgtai+n
aptaq+1

B) 1

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 1 pazdziernika 2012 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi”

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 A
2 D
3 E
4 D
5 C
6 A
7 E
8 B
9 C

10 B

“ Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypehia Komisja Egzaminacyjna.
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