Matematyka ubezpieczen majatkowych 12.03.2012 .

Zadanie 1.
Mamy dany ciag liczb {ql, (s Ao } z przedziatu (0,1). Rozwazmy trzy zmienne

losowe:
o X=X;+X,+..+X,, gdzie X, ma rozktad dwumianowy o parametrach

(1, g ), 1 wszystkie sktadniki sg niezalezne,
o Y o rozktadzie dwumianowym i parametrach (n,q), gdzie § = 1Z:qi
N5z
o Z, ktérej warunkowy rozklad (przy danej wartosci Q) jest rozktadem
dwumianowym z parametrami (n,Q), za$ zmienna Q ma rozktad n-punktowy

taki, ze Pr(Q=q,) = 1 i=12,..,n
n

Wariancje tych trzech zmiennych porzadkuja nieréwnosci, ktdre przyjmuja postac
réwnosci jedynie w przypadku gdy wszystkie ¢, sa identyczne. Wybierz poprawny
porzadek.

(A)  varX <varY <varZ
(B) var X <varZ <varY
©) varY <var X <varZ
(D) varZ<varY <varX

(E) varZ <var X <varY
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Zadanie 2.

Rozwazamy dwie zmienne losowe o rozktadach zlozonych, réznigce si¢ zatozeniami o
rozktadzie liczby sktadnikéw i rozktadzie pojedynczego sktadnika:

e PL=Y,+...4Y,, gdzie N ma rozklad Poissona o wartosci oczekiwanej A, za$

kazdy ze sktadnikéw Y, ma rozklad logarytmiczny o funkcji prawdopodobienstwa

k
~ 1% dak=123..
—Inl-c) k

e LP=Y +...+4Y,, o9gdzie N ma rozklad Ilogarytmiczny o funkcji

danej wzorem Pr(Y, =k)=

prawdopodobienstwa z parametrem C (jak wyzej), za$ kazdy ze sktadnikow Y, ma
rozktad Poissona o wartosci oczekiwanej A .
Rozwazamy jedynie dopuszczalne wartosci parametrow A >0 o0raz ce (O, 1).

Warunek konieczny i dostateczny, aby przy tych zatozeniach zachodzita nieréwnos¢:
var(LP) > var(PL)
mozna przedstawi¢ w postaci:

(A  A>-In(l-c)-c

(B) S —In(1-c)-c
—In(1-c)-c
S —In(1-c)-c
—In(1-c)+c

(©)

(D) A>-In(1-c)

C
E) A>—
(E) T—c
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Zadanie 3.
Liczba szkdéd N ma rozktad o prawdopodobienstwach spetniajacych zalezno$é
rekurencyjna:

le.(ngE) k=123,..
Pr(N=k-1) 5 k)’

Jesli wiemy, ze Z Pr(N = k) =1, to warto$¢ oczekiwana liczby szkéd E(N) wynosi:
k=0

(A 23
B) 43
C) 6
D) 73
E) 9
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Zadanie 4.
W ponizszej tabeli zawarte sg wybrane informacje o rozktadzie wartosci pojedynczej
szkody Y:

y 4 6
E(min{Y,y}) 3 38
1 3

Z informacji tych wynika, ze E(Y|4 <Y <6) wynosi:

(D) 42
(E) 43
F) 5

() 53
(E) 53
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Zadanie 5.
Modelujemy przebiegajacy w czasie proces $ciggania naleznos$ci regresowych przez
ubezpieczyciela. Niech T oznacza zmienng losowa o rozktadzie:

e ciaglym na przedziale (0,+oo)

e 7z pewng, by¢ moze dodatnig masg prawdopodobienstwa w punkcie + oo,
reprezentujacg czas $ciagnigcia naleznosci regresowej (liczony od momentu powstania
prawa do regresu). Niech f., F, oraz h, oznaczaja odpowiednio funkcj¢ gestosci,

dystrybuant¢ oraz funkcje¢ hazardu zmiennej T. Dystrybuancie oraz funkcji hazardu
nadajemy nastepujacg interpretacje:

t
e F(t)= I f.(s)ds to wskaznik $ciggalnosci do czasu t (oczywiscie F;(0)=0)
0

o limF (t)=Pr(T <o) to wskaznik $ciagalnosci ostatecznej,

t—o0

fo(t . . . : .
h, (t) = 1—TF( zt) dla t >0 to natgzenie procesu Sciggania (ggsto$¢ Sciggania
T

naleznosci, ktore do momentu t pozostaja jeszcze nie $ciaggnigte)

Zatézmy, ze natgzenie procesu $ciggania dane jest funkcja hazardu okre$long na
potosi dodatniej nastepujaco:

2
t)=—«+——.
() 2+t)L+t)
Wtedy wskaznik §ciggalnosci ostatecznej wynosi:
A 1
4
B :
® <
3
C e
© 5
3
D ha
®) ¢
1
E il
® 3
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Zadanie 6.
Proces pojawiania si¢ szkod startuje w momencie 7, = 0. Niech 7 oznacza moment

zaj$cia n-tej szkody. Poniewaz szkody numerujemy wedhug kolejnosci zaj$cia, wobec
tego zachodzi 0<7, <7, <... .

Wyptata odszkodowania za n-ta szkodg¢ nastepuje w momencie 7, + D, .

Zat6zmy, iz zmienne losowe Tl,(T2 —Tl),(T3 -T, ),. .. oraz D,,b,,D;,,...

sa wszystkie nawzajem niezalezne 1 majg identyczny rozktad wyktadniczy o wartosci
oczekiwanej rownej 1.

Prawdopodobienstwo, iz dla pewnego ustalonego n wyptata odszkodowania za szkodg
N+ 2 -ga poprzedzi wyplate odszkodowania za szkode n-ta wynosi:

@ 2
®
©
© =
®
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Zadanie 7.
W klasycznym modelu procesu nadwyzki U (t) =Uu+ct—Syy

e U jest nadwyzka poczatkowa,
ct jest sumg sktadek zgromadzonych do momentu t,
N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

S, = ZYi jest suma wyplat,
i=1

proces N(t) 1 pojedyncze wyptaty Y,,Y,,Y;,... sa niezalezne.

Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze do ruiny (stanu ujemnej nadwyzki)
doszto juz przy pierwszej szkodzie.
Niech B bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze do ruiny w ogdle w skonczonym
czasie doszto.
Zatézmy, ze:

1

e wyplaty Y, maja rozklad wyktadniczy z wartoscia oczekiwang p=———,
In(12/11)

e parametr intensywnosci sktadki ¢ wynosi ¢ =120%Au,
e kapitat poczatkowy wynosi u=22

Prawdopodobienstwo warunkowe PI’(AI B) WYNOsi:

@

®
© 5
©
® =



Matematyka ubezpieczen majatkowych 12.03.2012 .

Zadanie 8.
N,Y.,Y,,Y;,... to niezalezne zmienne losowe, N ma rozklad Poissona z wartoscia

oczekiwang roéwna 10, zas Y,,Y,,Y;,... maja identyczny rozktad Pareto o dystrybuancie
okreslonej na poétosi dodatniej wzorem:
2
1

P
Niech M =max{Y,,Y,.,...Yy }, przy czym jesli N =0, to przyjmujemy M =0.
Niech m,,, oznacza taka liczbg, ze Pr(M < mo.95)= 0.95
Liczba m,,, wynosi (z przyblizeniem do jednej dziesiatej):

(A) 48
(B) 68
C) 88
(D) 10.9
(E) 130
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Zadanie 9.

Pewien podmiot posiada wyjsciowy majatek o warto$ci W, 1 narazony jest na strate X.
Strata X jest zmienng losowa o ztozonym rozkladzie Poissona:

X =Y, +Y,+..+Y,

e 7z oczekiwang liczbg szkod rowng E(N) = 4, oraz:

e 7z wartos$cig pojedynczej szkody o rozkladzie wyktadniczym i1 wartosci oczekiwanej
réwnej jeden.

Rynek ubezpieczeniowy oferuje kontrakty z pokryciem nadwyzki kazdej szkody ponad
kwote d, a wigc pokrywa:
Xy =0 —d), +(V;—d), +..+(Yy —d),

W zamian za skladk¢ w wysokosci: (1+6)E(X,), gdzie parametr € ma wartos¢
mniejszg od 100%.

Podmiot ten postgpuje racjonalnie, a w swoich decyzjach kieruje si¢ maksymalizacja
oczekiwanej uzytecznosci, przy czym jego funkcja uzytecznosci jest postaci:

u(x) :—exp(—%x).

Maksimum oczekiwanej uzytecznosci podmiot ten osiggnie wybierajac kontrakt z
udziatem wlasnym d w kazdej szkodzie rownym:

(A)  22In(1+6)
(B) In(l+6)

C)  2In(L+6)

(D) In(12+ 0)
) A In(;+ 0)
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Zadanie 10.

Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =u+ct— Sy, gdzie:
e U to nadwyzka poczatkowa
e ct to suma sktadek zgromadzonych do momentu t,

n
e S = ZYi to taczna warto$¢ szkod zasztych do momentu t,
i=1
e proces liczacy N (t) oraz wartosci poszczegllnych szkod VY,,Y,,Y;,... sa
niezalezne, przy czym:
e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,
e wartosSci poszczegolnych szkod V,,Y,,Y;,... majg ten sam rozktad wyktadniczy

o warto$ci oczekiwanej rownej 1
e c=0+6)-4, 6>0

Wiadomo, ze zmienna losowa:
o L:=supiu-U()}

t>0
daje si¢ przedstawi¢ jako zmienna o rozkladzie ztozonym:
o L=l+1,+..+1, (L=0 gdy N =0),
gdzie sktadnik |, jest zmienna okre§lona w przypadku, gdy nadwyzka spadnie ponizej
u, i rowny jest wtedy:
e | =u-U(t), gdzie t, jest tym momentem czasu, kiedy po raz pierwszy do
takiego spadku doszto.

Warunkowa warto$¢ oczekiwana liczby takich spadkéw, pod warunkiem Ze nastgpita
ruina:

E(N|L >u)
dana jest wzorem:
6 1+60
1 u@
B -4y 27
B) 6 1+60
©) 1+49+ ué
6 1+60
u
D 1+—
(D) 1+6
ué
E 1+—
(E) 1+6

10
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