Matematyka ubezpieczen majatkowych 20.06.2011 r.

Zadanie 1.
O niezaleznych zmiennych losowych N,M,,M,,M, wiemy, ze:

e N ma rozklad Poissona z warto$cia oczekiwang rowna 100
e M, M,,M,; maja ten sam rozktad dwupunktowy o prawdopodobienstwach:

Pr(M, =1)=0.9, Pr(M,=0)=0.1.
Zmienne losowe K oraz J to nastgpujace dwie funkcje zmiennych N,M,,M,,M;:
e K=M+M,+..+M, oraz
e J=N-K.
Rozwazmy ciag a,,d,,a,,... warunkowych wartosci oczekiwanych a, = E(J|K =k).

Sposréd ponizszych stwierdzen dotyczacych tego ciagu wybierz stwierdzenie
prawdziwe:

(A)  jestto ciag staly

(B)  jestto ciag rosnacy

(C)  jestto ciag malejacy

(D) istnieje taka liczba dodatnia x, ze: K <x=a,,, >a,,oraz K >x=a,,, <a,

(E)  istnieje taka liczba dodatnia X, ze: K <X=a,,, <a, oraz k> x=a,,, > a,
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Zadanie 2.

Laczna wartos$¢ szkod z pewnego portfela ryzyk:

W=Y+Y,+...+Y,, gdzieY,Y,,Y;,... to warto$ci poszczegdlnych szkod,

ma zlozony rozktad Poissona.

Ubezpieczyciel pokrywa nadwyzke kazdej szkody ponad warto$¢ 2, a wigc laczna
warto$¢ wyptaconych przez niego odszkodowan wyniesie:

Z=(Y-2),+(,-2), +..+(Yy -2),.

Jesli wiadomo, ze:

E(N)=100,

EW) =500,

var(W) =3200,

E[W - EW)*|=30000,

Pr(Y, 22) =1,

to wspotczynnik sko$nosci (stosunek momentu centralnego rzedu 3 do wariancji w
potedze 3/2) zmiennej Z wynosi:

(A) 178
B) 1/6
C) 1/
D) 173
(B) 12
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Zadanie 3.
Laczna warto$¢ szkod W =Y, +...+Y w pewnym portfelu ryzyk ma rozktad

ztozony dwumianowy o parametrach (n, g,F ), z wartos$cia oczekiwang liczby szkod
réwna E(N) =nq. Przyjmujemy n>1.
Rozktad warto$ci pojedynczej szkody jest dwupunktowy:

Pr(lel):a, Pr(Y1:2):1—a, ae(O,l)
Dla g =0.51 mozna tak dobra¢ liczbg¢ a € (O, 1), ze zmienna W bedzie miata rozktad
dwumianowy. Liczba ta znajduje si¢ w przedziale:

(A)  (0.75,0.80)
(B)  (0.80,0.85)
(©)  (0.85,0.90)
(D)  (0.90,0.95)

(E)  (0.95,1.00)
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Zadanie 4.
Niech:

e N oznacza liczbg roszczen z jednego wypadku ubezpieczeniowego, zas:

e T,T,,..,T, oznacza czas, jaki uptywa od momentu zaj$cia wypadku do zgloszenia
roszczenia odpowiednio 1-go, 2-go,..., N-tego, przy czym numeracja roszczen od
1-go do N-tego jest calkowicie przypadkowa (porzadek liczb T,,T,,..., T jest
losowy)

Zatozmy, ze:

e zmienne losowe N,T,,T,,T;,...sa niezalezne,

e zmienne losowe T,,T,,T;,... maja identyczny rozktad wykladniczy o ggstosci danej

dla dodatnich t wzorem:  f(t)=1In(3)-3™",

przy czym jednostka pomiaru czasu jest miesiac
e zmienna losowa N ma rozktad ucigty Poissona o funkcji prawdopodobienstwa:
(In2)"

Pr(N =k)= E

k=123,...

Niech A oznacza zdarzenie, iz w ciagu pierwszego miesiaca od zajscia wypadku
zgtoszono doktadnie jedno roszczenie, a wigc 1z doktadnie jedna liczba ze zbioru liczb
{Tl S U I }, jest mniejsza lub rowna 1.

Prawdopodobienstwo, ze z tego wypadku pojawia si¢ jeszcze nastgpne roszczenia:
Pr(N >1/A)
Z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A) 0307
(B) 0281
(C) 0256
(D) 0234
(E)  0.206
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Zadanie 5.
Laczna wartoS¢ szkod:
o X=Y+Y,+..+Yy,

ma przy danej warto$ci A parametru ryzyka A warunkowy rozklad ztozony Poissona
o oczekiwanej liczbie szkdd réwnej A oraz rozktadzie wartosci pojedynczej szkody
danym dla y >0 ggstoscia:

. fyAd(Y):LeXP(— yj, gdzie a>0,o0raz b>0.

a+ba a+ba
Parametr ryzyka A ma w populacji ubezpieczonych rozklad dany dla x>0

gestoscia:

f(x) = % x“T exp(— /).

Przyjmijmy warto$ci parametréw zadania réwne:
e a=1,b=10

e a=3, =30

Wobec tego roznica:

e E(N)-E(Y)-E(X)

Wynosi:
A) 0

1
(B) )

5
(©) e

9
(D) 11
(E) 1
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Zadanie 6.

Likwidacja szkody losowo wybranej sposrod szkod zasztych w miesiacu t nastepuje:
e 7z prawdopodobienstwem 1/10 jeszcze w ciagu tego samego miesiaca,

e 7z prawdopodobienstwem (3/10)- (2/3)k_l w ciagu miesigca t+k, k=123,....
Reguta ta obowiazuje niezmiennie dla dowolnego catkowitego t.

Niech zdarzenie A polega na rdwnoczesnym zaj$ciu ponizszych czterech warunkow:

e liczba szkod zaistniatych i oczekujacych na likwidacje na koniec miesiaca t—3
wynosi 270,

e Liczba szkdd zaistnialych w ciagu miesiaca t —2 wynosi 90,

e Liczba szkod zaistnialych w miesiacu t —1 wynosi 100,

e Liczba szkod zaistniatych w miesiacu t wynosi 110.

Warunkowa oczekiwana liczba szkdd zaistniatych 1 niezlikwidowanych na koniec

miesiaca t, pod warunkiem zaj$cia zdarzenia A, wynosi:

(A) 275
(B) 282
(C) 290
(D) 297

(E) 305
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Zadanie 7.
Rozwazamy proces dyskretny nadwyzki ubezpieczyciela postaci:

U,=u+(C—-dwyn->W,, n=0123,.., gdze:
k=1

e u=U, - tonadwyzka poczatkowa

e - to kwota rocznej sktadki
e d—to stopa dywidendy wyptacanej corocznie akcjonariuszom od kapitatu u
e W, ,W,W,,... - to niezalezne zmienne o takim samym rozktadzie normalnym z

parametrami 4, i o, , wyrazajace taczne warto$ci szkéd w kolejnych latach

Wyznaczamy rownoczes$nie sktadke ¢ oraz kapitat poczatkowy u w taki sposob, aby
sktadka byta jak najnizsza, przy warunku, iz prawdopodobienstwo ruiny, a wigc
zdarzenia, iz:

e dlapewnego ne {0,1,2,3,...} zajdzie U <0

rowne jest z gory zadanej liczbie v .

W obliczeniach postugujemy si¢ wzorem przyblizonym na prawdopodobienstwo
ruiny opartym na aproksymacji procesu U, ciaglym procesem Wienera o wartosciach

oczekiwanych 1 wariancjach rocznych przyrostow takich jak w procesie U, .
Przy zatozeniach liczbowych:

w =exp(=3), u, =1000, o, =10000, d = 6%,

najnizsza warto$¢ sktadki ¢ spetniajaca ww. warunki znajduje si¢ w przedziale:
(A)  (1025,1034)

(B)  (1034,1044)

(C)  (1044,1055)

(D)  (1055,1067)

(E) (1067, 1080)
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Zadanie 8.

Rozwazmy par¢ zmiennych losowych T 1 D, oznaczajacych odpowiednio:
e T —moment czasu, w ktorym zaszta szkoda,

e D — czas, jaki uptywa od momentu zajs$cia szkody do jej likwidacji.
Jednostka pomiaru czasu jest jeden rok.

Zatdézmy, ze T oraz D sa niezalezne, przy czym:

e T ma rozktad jednostajny na odcinku (0, 2)

e D ma rozktad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej rownej jeden.

Sumg (T + D) interpretujemy jako moment czasu, w ktérym zlikwidowano szkodg.

Warunkowa warto$¢ oczekiwang E(D|T +D> 2) interpretujemy jako oczekiwany

odstep w czasie pomigdzy momentem zajscia a momentem likwidacji szkody, pod
warunkiem 1z szkoda, do ktorej doszto na odcinku czasu (0, 2), do konca tego
odcinka czasu zachowala status szkody niezlikwidowane;.

E(DIT +D> 2) znajduje si¢ w przedziale:

(A) (0.0, 1.6)

(B) (1.6, 1.65)

(C©) (.65 1.7

(D) (1.7, 1.75)

(E) (175, o)
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Zadanie 9.

Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela:

U(t)=u+c-t—S(t)

gdzie:

e U-—to nadwyzka poczatkowa,

e S(t) - to skumulowana wartos¢ szkod tworzaca ztozony proces Poissona z
intensywnoscia A, z wyktadniczymi szkodami o warto$ci oczekiwanej 1/f

. : : : 4
e Parametr intensywnosci sktadki wynosi € = 3—/1

Wiemy, ze przy aktualnej wysokosci kapitatu poczatkowego U speiniony jest
warunek:

o Y(u)=1/4.

Niech zdarzenie A oznacza, iz do ruiny doszto, a wigc dla pewnego t > 0 zaszedt
warunek U (1) <0.

Niech zdarzenie B oznacza, iz do ruiny doszto w tym momencie, w ktorym po raz
pierwszy nadwyzka U (t) spadfa ponizej wartosci kapitatu poczatkowego u.

Prawdopodobienstwo warunkowe Pr(B|A) miesci si¢ w przedziale:
(A)  (0.00, 0.01)
(B)  (0.01, 0.02)
(C)  (0.02, 0.03)
(D)  (0.03, 0.04)

(E)  (0.04, 1.00)
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Zadanie 10.
Rozktad zmiennej losowej X ma dwie ekwiwalentne reprezentacje:
e jako rozktad zlozony geometryczny, z liczba sktadnikéw N o rozkladzie:

k
Pr(N = k) :%-Gj k=012,

oraz wartoscia pojedynczego skladnika o rozktadzie wyktadniczym z
wartoscig oczekiwang rowna 1/2
e jako rozktad ztozony dwumianowy, gdzie liczba sktadnikéw N moze wynies¢ tylko
zero lub jeden, za$ warto$¢ sktadnika (o ile N =1) ma rozktad:

(A)  wyktadniczy o warto$ci oczekiwanej 2
(B)  wyktadniczy o warto$ci oczekiwanej 3
(C)  Gamma o parametrach (3,1)

(D)  Gamma o parametrach (3,3/2)

(E)  Gamma o parametrach (2,2/3)
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