Matematyka ubezpieczen majatkowych 15.03.2010 r.

Zadanie 1.
Liczba szkoéd N z pojedynczej umowy w pewnym ubezpieczeniu jest zmienna losowa
o rozktadzie danym wzorem:

Pr(N =0)=p,
k

PN =ky= P2 a3
(e* =1)-k!

Z nieznanymi parametrami p € [O,l), A>0.
Mamy probke N;,N,,...,N,,, obserwacji z 1000 takich uméw ubezpieczeniowych.
Zaktadamy niezaleznos¢ tych obserwacji.

Niech (b,/{) oznaczaja estymatory parametrow (p,/l) uzyskane metoda najwickszej

wiarygodnosci. Jesli wiadomo, ze w probce zaobserwowaliSmy tacznie 463 szkody,
przy czym wszystkie te szkody powstaty z 400 uméw (pozostate 600 okazato sig

bezszkodowe), to warto$¢ estymatora A z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A) 0511
(B)  0.300
(C) 0364
(D)  0.405

(E)  0.463
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Zadanie 2.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =U+Ct—3Sy, gdzie:

e U to nadwyzka poczatkowa
e ct to suma sktadek zgromadzonych do momentu t,
e S = ZYi to faczna warto$¢ szkdd zasztych do momentu t,
i=1
e proces liczacy N (t) oraz wartosci poszczegllnych szkod Y,Y,,Y;,... sa
niezalezne, przy czym:
e N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,
e warto$ci poszczegdlnych szkod Y,,Y,,Y;,... maja ten sam rozktad wyktadniczy

o wartosci oczekiwanej roéwnej 1
e c=(1+6)-1-E(Y)), 6>0

Wiadomo, ze zmienna losowa:
o L= sup{u -U (t)}

t>0
daje si¢ przedstawi¢ jako zmienna o rozktadzie ztozonym:
o L=l +L+..+1, (L=0 gdy N=0),
gdzie sktadnik |, jest zmienng okreslona w przypadku, gdy nadwyzka spadnie ponizej
u, 1 rowny jest wtedy:
o | =u-U(t), gdzie t, jest tym momentem czasu, kiedy po raz pierwszy do
takiego spadku doszto.

Warunkowa warto$¢ oczekiwana liczby takich spadkow, pod warunkiem ze nastapita
ruina:

E(N|L > u)

Dana jest wzorem:

1+6

A ——+u

(A) 7

(B) 1+0+ ué
0 1+60

©) 1+6?+(1+9)u
0 2+6

(D) 1+0+(l+¢9)u
0 1+26
o0 1+6



Matematyka ubezpieczen majatkowych 15.03.2010 r.

Zadanie 3.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =U+Ct—3Sy, gdzie:

e U to nadwyzka poczatkowa
e ct to suma sktadek zgromadzonych do momentu t,

e S = Zn:Yi to faczna warto$¢ szkdd zasztych do momentu t,
i=1
e proces liczacy N(t) oraz wartosci poszczegllnych szkod Y,Y,,Y;,... sa
niezalezne, przy czym:
e N(t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci 4,
e warto$ci poszczegdlnych szkod VY,,Y,,Y;,... maja ten sam rozklad Pareto o
dystrybuancie:

Fy(Y)=1—(1+y)_aZparametrem a:%
e c=(1+0)-4-E(Y), 6>0

Rozwazmy zmienna losowa:
o L= sup{u -U (t)}

t>0
Kwadrat wspotczynnika zmiennosci tej zmiennej, a wigc:

var(L)
{E(L)}?
wynosi:
(A) 30
(B) 1+30
C) 66
(D) 1+60
(E) @



Matematyka ubezpieczen majatkowych 15.03.2010 r.

Zadanie 4.
Liczby szkéd N,,...N,,N,,, w kolejnych latach sa, dla ustalonej wartoSci parametru

A = A, niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie Poissona o
wartosci oczekiwanej 4. Niech N =N, +...+ N, . Parametr ryzyka A jest zmienna

losowa o rozkladzie gamma o gestosci:

fA(X)=%-X“_I-eXp(—,BX), a,[>0.

Jesli przyjmiemy warto$ci parametrow:

a=2,
£ =10,
t=10,

Wtedy warunek konieczny 1 wystarczajacy na to, aby zachodzita nierownos¢:
o Var(NHl |N1,..., Nt)> Var(N

jest postaci:

t+1

A N>0
B) N>1
€ N>2
D) N>3

(E)  dla zadnej dopuszczalnej warto$ci N nierowno$¢ powyzsza nie zachodzi
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Zadanie 5.
W pewnym systemie bonus-malus mamy 4 klasy ponumerowane liczbami 1,2,3,4,
oraz odpowiadajace im poziomy sktadki: IT, 311, (%)ZH,(§)3H .
Zasady ruchu pomigdzy klasami sa nastgpujace:
e Kierowca przesuwa si¢ do klasy 1 po kazdym roku, w ktorym zgtlosit jedna lub
wigcej szkod,
e Po roku bez zgloszen szkod w klasie | kierowca przesuwa si¢ do klasy o
numerze min{i +1,4}.

Niech liczby szkod zglaszanych przez pewnego kierowce w kolejnych latach beda
niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze prawdopodobienstwo zgloszenia zera
szkodd w ciagu roku wynosi 0,9. Warto$¢ oczekiwana sktadki ptaconej przez tego
kierowcg w piatym roku ubezpieczenia rowna jest:

(A)  0.756I1
(B)  0.676I1
(C)  0.594I1
(D)  0.51211

(E)  zalezy, w ktorej klasie kierowca znalazl si¢ w pierwszym roku
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Zadanie 6.

W modelu nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym nadwyzka poczatkowa
wynosi 1.5, sktadka roczna wynosi 1, a taczna wartos$¢ szkod w kazdym roku z
prawdopodobienstwem dwie trzecie wynosi 0 i z prawdopodobienstwem jedna
trzecia wynosi 2 (niezaleznie od wartosci szkdéd w innych latach).
Prawdopodobienstwo ruiny wynosi:

@ 55
® 5
(©) ﬁ
®
B
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Zadanie 7.
Niech w pewnym jednorodnym portfelu ryzyk X, oznacza taczna warto$¢ szkod, n,

odpowiadajaca jej liczbg jednostek ryzyka, a u, oczekiwang warto$¢ szkod na
jednostke ryzyka w roku t.
Fluktuacje tacznej wartosci szkod w roku t i roku nastgpnym opisuja zalozenia:

E(X |t 11)= 1101y
E(X ottt = s Ty
Var(Xt|yt+1,yt): s’-n,

Var(Xm|ut+l,,ut )= s’

COV(XM’ Xt|/ut+l’/ut): 0
Natomiast zmiany x, w kolejnych latach opisuja zalozenia:

E(/'lt+1|lut ) =t
vl )

COV(/ut+1’Xt|:ut):O
Jesli a=1, s*=6, n

Ny

L =40, n, =60, to warto$¢ oczekiwana

2
E (ﬁ—h} WYNOSI:
nt nt+1

(A) 225
(B) 224
C) 174
(D) 125
(E) 124
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Zadanie 8.

Szkody, do ktorych doszto przed momentem czasu t =0 u pewnego ubezpieczyciela
charakteryzuje para zmiennych losowych (T, D) oznaczajacych odpowiednio:

e T —czas zajécia szkody,

e D — odstgp czasu pomigdzy zaj$ciem szkody a jej likwidacja.

Jednostka pomiaru obu zmiennych jest 1 rok.

Zatozmy, ze:

e zmienne T i D sa niezalezne,

ich rozktady prawdopodobienstwa dane sa ggsto§ciami, okreslonymi odpowiednio na
potosi ujemnej:

o f (t)=r-exp(rt) dlate(-w,0), gdzie r >0,

i dodatniej:

o f(X)=p exp(-px) dla x €(0,0), gdzie 5>0.

Stosunek oczekiwanej liczby szkod zasztych przed dniem bilansowym do oczekiwanej
liczby szkdd zaszlych w ciagu roku poprzedzajacego dzien bilansowy, ktory przy
przyjetych oznaczeniach wyraza si¢ w prosty sposob jako:

Pr(T +D > 0)

Pr(T e (-1, 0))

WYynosi:

(A) l—exp(-r—- /)

r+/p
1

®) r+p
(C) r(l - exp(—ﬂ))

(r+ B)(1—exp(-T))
o) 0-epr-p)

(r+ B)(1—exp(-T))
(E) '

(r+£)(1—exp(-1))
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Zadanie 9.

Ubezpieczony generuje szkody zgodnie z procesem Poisson o parametrze

intensywnos$ci A rocznie, 1 wszystkie szkody, ktore mu si¢ przydarza, zglasza

ubezpieczycielowi.

Sktadka I, ptacona przez ubezpieczonego w roku t wyznaczana jest nastgpujaco:

e wynosi Mdla t =1, a wigc w pierwszym roku ubezpieczenia, za$ dla t =2,3.4,...:

e wynosi IT, =m+w(I1,_, —m), jesli rok t —1 byt bezszkodowy,

e wynosi I, =M +W(II, , —M), jesli wroku t—1 zdarzyla si¢ co najmniej jedna
szkoda.

Jesli przyjmiemy warto$ci liczbowe parametréw formuty sktadki na poziomie:

e M=100,W =04

e m=20, w=0.8,

to dla ubezpieczonego o warto$ci parametru A réwnej In(10/9) oczekiwana sktadka w
dlugim okresie:

limE(TT,)
wynosi:
(A) 36
(B) 374
(C) 40
(D) 42.4
(E) 44
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Zadanie 10.

Pewien podmiot posiada wyjsciowy majatek o wartosci W, i narazony jest na strat¢ w
wysokosci X. Podmiot ten postgpuje racjonalnie, a w swoich decyzjach kieruje sig
maksymalizacja oczekiwanej uzytecznos$ci. Jego funkcja uzytecznosci jest postaci:

u(Xx) = —exp(=X).
Strata X ma rozklad jednostajny na odcinku (0, 1).

Rynek ubezpieczeniowy oferuje kontrakty z odszkodowaniem za szkodg X
zdefiniowanym dla kazdego x € (0, 1) jako:

0 gdy x<d
14(X) =
x—d gdy x>d

w zamian za ceng réwna (1+ 6’)-E{Id (X )}, gdzie dodatni parametr € jest taki sam dla
wszystkich d € [0, 1].

Podmiot, o ktorym mowa, dokonuje wyboru parametru kontraktu d e [0, 1] przy
zadanej wartosci parametru oferty rynkowej 6. Wiemy, ze podmiot wybrat kontrakt z

parametrem d =%. Wobec tego parametr 6 oferty rynku ubezpieczeniowego musi

wynosi¢ (z dobrym przyblizeniem):

(A 11,9%
(B)  12,5%
C)  13.2%
(D)  14,0%
(E)  14,9%

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 15 marca 2010 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi T

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 B
2 E
3 D
4 C
5 A
6 B
7 D
8 E
9 C

10 A

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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