Matematyka ubezpieczen majatkowych 30.11.2009 r.

Zadanie 1.
W pewnej populacji kierowcdéw kazdego jej cztonka charakteryzuja trzy zmienne:
e K- liczba przejezdzanych kilometréw (w tysiacach rocznie)
e NP —liczba szkdéd w ciagu roku, w ktorych kierowca jest strona
poszkodowana
e NS -—liczba szkdd w ciagu roku, w ktérych kierowca jest sprawca
e Zmienna K ma w populacji kierowcodw rozktad Gamma o ggstosci danej na
potosi dodatniej wzorem f, (X) = Fﬂv X" exp(—fX)
Przyjmujemy prosty model, w ktorym do§wiadczenie kierowcy zmniejsza ryzyko (w
przeliczeniu na tysiac przejechanych kilometréw):

. E(NS|K)= Kag exp(—b,K),
o E(NP|K)=Ka, exp(~b,K),
gdzie wszystkie parametry ag,bs,a,,b, maja wartosci dodatnie, przy czym bg > b,,

poniewaz doswiadczenie kierowcy redukuje przede wszystkim szans¢ spowodowania
szkody, a w mniejszym stopniu redukuje ryzyko ,,zostania poszkodowanym”.

Pojedyncza szkodg¢ zdefiniowano w taki sposob, ze kazdej szkodzie odpowiada
doktadnie jeden sprawca i jeden poszkodowany, zZe sa to zawsze dwie rozne osoby,
przy tym obie naleza do rozwazanej populacji. W rezultacie zachodzi:

o E(NS)=E(NP)

Jasne jest, ze w tym modelu kierowcy jezdzacy mato beda czgéciej sprawcami niz
poszkodowanymi, za$ kierowcy jezdzacy duzo beda czgsciej poszkodowanymi niz
sprawcami. Niech K" oznacza taka liczbe tysigcy kilometrow przejezdzanych rocznie
przez kierowcg, dla ktorej warunkowe (przy danym K) oczekiwane liczby szkod obu
rodzajow sa rowne.
Przy zatozeniach, ze:

o a=2,p=1/5,b=0.04, b, =0.02

liczba K" z dobrym przyblizeniem wyniesie:

(A)  13.05
(B)  12.80
(C) 1255
(D) 1230

(E)  12.05
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Zadanie 2.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =U+Ct— Sy, gdzie:

u jest nadwyzka poczatkowa,
ct jest suma sktadek zgromadzonych do momentu t,
N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

S, = z X, jest suma wyptat z tytutu n pierwszych wypadkow
i=l
wyplata X, z i-tego wypadku jest rowna tacznej kwocie szkod:
X, =Y,D)+..+Y;,(M,)
kwoty szkod Y, (1),Y,(2),Y,(3),....,Y,(1),Y,(2),Y,(3),...,Y;(1),Y;(2),Y;(3),... oraz
liczby szkod przypadajacych na poszczegélne wypadki M, ,M,,M;,... sa

niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Jesli przyjmiemy nastepujace zalozenia:

Zmienne Yl (l)aYl (2)9Y1 (3)9-~-9Y2 (1)9Y2 (2)7Y2 (3)7-~-7Y3 (1)7Y3 (2)5Y3 (3)9 majq ten
sam rozklad wykladniczy o warto$ci oczekiwanej jeden
zmienne M,,M,,M;,... maja ten sam rozklad przesunig¢ty geometryczny:

k
Pr(M, =k)= G) dla k=1.2,..

e parametr sktadki wynosi c=A1- E(Xl)- 125%

wtedy wspotczynnik dopasowania (adjustment coefficient) R wyniesie:

(A)
(B)
©
(D)
(E)

1/6

1/18

1/9

1/10

1/12
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Zadanie 3.
Liczby szkéd N,,...N,,N,,, w kolejnych latach sa, dla ustalonej warto$ci parametru

Q =0, niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie dwumianowym
o parametrach (l,q). Niech N =N, +...+ N, . Parametr ryzyka Q jest zmienna losowa
o rozktadzie beta o gestosci:

_D(@+p) i g gy
fQ(q)—r(a)r(ﬂ)q 1-9”", qe(0,1), a.p>0.

Jesli przyjmiemy warto$ci parametrow:

a=2,

p=8,

t=2,

Wtedy wariancja warunkowa Var(NHl |N Loeees Nt) okaze si¢ nastgpujaca funkcja liczby

zaobserwowanych szkdd:

(2+N)(10-N)

) 122

®B) Q2+ 1’\;, ).(11 ;)2— N)
G
D) Q2+ 1N4 ).(11 ;)2— N)
() 2+ N)10-N)

14-13-12
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Zadanie 4.
Ponizsza tabela reprezentuje tzw. trojkat danych, zawierajac w odpowiednich

klatkach warto$ci szkdd zasztych w ciagu roku t i zlikwidowanych w ciagu roku
(t+]),dla:

t =2005,2006,2007,2008 ;

j=0,123;
t+j<2008:
Laczna wartos¢ Liczby lat opdznienia likwidacji (j)
szkdd wedtug: 0 1 2 3
Roku 2005 83 59 38 18
zajScia | 2006 98 60 52
szkody | 2007 119 91
(1 2008 100

Wyznacz warto$¢ rezerwy na szkody niezlikwidowane na koniec roku 2008
dotyczacej szkdéd zasztych w latach 2005-2008 najprostszym wariantem metody
Chain Ladder (bez uwzglednienia inflacji, nie poprzedzajac obliczen wazeniem
poszczegoOlnych wierszy, zakladajac ze wszystkie szkody likwidowane sa z
opoznieniem nie wigkszym niz trzy lata, itd.)

(A) 2403
(B) 2454
(C) 250.1
(D) 2544
(E)  260.3
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Zadanie 5.

Proces szkod w pewnym ubezpieczeniu jest ztozonym procesem Poissona, z
oczekiwang liczba szkdd w ciagu roku rowna A 1 rozkladem wartosci szkody o
dystrybuancie F, .

Ubezpieczony realizuje nastepujaca strategi¢ zgtaszania szk6d w ciagu roku:
e nie zglasza szkod, dopoki warto$¢ ktorejs z nich nie przekroczy kwoty X, ,
e jesli warto$¢ ktorejs szkody przekroczy kwotg X, , to jest ona zglaszana, a

nastgpne ewentualne szkody w tym samym roku sa zglaszane juz bez wzglgdu
na ich wartos$¢.

Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:
e N —liczba szkod zasztych w ciagu roku
e M —liczba szkdd zgltoszonych
e K —liczba szkod nie zgloszonych
Oczywiscie zachodzi N =M + K.
Jesli zalozymy, ze F, (XO) =1/2, wtedy oczekiwana liczba szkdd nie zgloszonych

E(K) wyraza sig wzorem:

1
A 4

(B) exp(%/ij -1

©) 1- exp(— %ij

(D) exp(— %ﬂj -1+

(E) 1+1- exp(l /Ij

[\

Wskazdwka: wykorzystaj wzor E(K ) = E(E(K| N ))
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Zadanie 6.

Ubezpieczyciel prowadzi dwa portfele ubezpieczen. W kazdym z portfeli pojedyncze
ryzyko generuje szkody zgodnie ze ztozonym procesem Poissona z taka sama
intensywnos$cia A . Portfele r6znia si¢ rozkltadem wartos$ci pojedynczej szkody 1 liczba
ryzyk w portfelu (n, 1 n, odpowiednio). Stosunkowy narzut na sktadke netto dla
ryzyk w obu portfelach jest ten sam i wynosi €. W rezultacie parametry modelu sa
nastepujace:

e 1 portfel:
intensywno$¢ taczna n, A , rozktad wartosci pojedynczej szkody o ggstosci

f(y)=2exp(-2y), sktadka za jedno ryzyko (1+ 6’)% :

e 2 portfel:
intensywno$¢ taczna n,A , rozktad wartosci pojedynczej szkody o ggstosci

f (y) =5exp(-5Y), sktadka za jedno ryzyko (1 + 49)% .
Jesli wiemy, ze funkcja prawdopodobienstwa ruiny ubezpieczyciela ‘P(u) od kapitatu
poczatkowego U jest postaci:

w<u)=§exp(—u>+iexp[—iuj,

12 2

nl
n, +n,

to wartosci parametréw modelu (9, J Wynosza:

o )
®) G %j
© G %j
o (3
() @ %j
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Zadanie 7.

Niech:

e N oznacza liczbg roszczen z jednego wypadku ubezpieczeniowego, zas:

e T,T,,..,T, oznacza czas, jaki uptywa od momentu zaj$cia wypadku do zgloszenia
roszczenia odpowiednio 1-go, 2-go,..., N-tego (numeracja roszczen od 1-go do N-
tego jest catkowicie przypadkowa, nie wynika wigc z chronologii ich zglaszania)

Zatozmy, ze:

e zmienne losowe N,T,,T,,T;,...sa niezalezne,

e zmienne losowe T,,T,,T;,... maja identyczny rozktad dany dystrybuantg F

(jednostka pomiaru czasu jest miesiac),
e zmienna losowa N ma rozklad geometryczny:

k
Pr(N =k):[%j . k=123...

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, iz w ciaggu miesiaca od momentu
zaj$cia pewnego wypadku zgtoszono z tego wypadku 2 roszczenia. Wiemy, ze
F(1)=1/3. Oczekiwana liczba roszczen, ktore jeszcze z tego wypadku zostana

zgloszone, a wigc:

E(N -2/A)
wynosi:
(A) 35
B) 1
©) 43
D) 32
() 53
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Zadanie 8.

W pewnym ubezpieczeniu pojedyncza szkode charakteryzuje trojka zmiennych
losowych (Z, L,Y) oznaczajacych odpowiednio:

e 7 — odstgp czasu pomigdzy zajsciem szkody a jej zgltoszeniem,

e L — odstgp czasu pomiedzy zgtoszeniem szkody a jej likwidacja,

e Y — warto$¢ szkody.

Zatozmy, ze:

e zmienna Z oraz zmienna dwuwymiarowa (Y,L) sa niezalezne,

e E(Y[L)=1+L,

o var(Y|L)=(1+L)".

Wiemy takze, iz zmienna L ma rozktad Gamma o parametrach (4, 5), za§ zmienna Z
ma rozktad Gamma o parametrach (1,5), a wigc ich wartosci oczekiwane wynosza
odpowiednio 4/5 1 1/5.

Wariancja warto$ci szkody pod warunkiem, Zze odstgp czasu pomigdzy jej zajsciem a
likwidacja wyniost 5/4, a wigc:

var(Y|L+Z =11),

wynosi:
(A) 45
(B) 4%
© 4%
D) 44
(E) 4
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Zadanie 9.

Ubezpieczony generuje szkody zgodnie z procesem Poisson o parametrze

intensywnos$ci A rocznie, 1 wszystkie szkody, ktore mu si¢ przydarza, zgtasza

ubezpieczycielowi.

Sktadka I, ptacona przez ubezpieczonego w roku t wyznaczana jest nastgpujaco:

e wynosi Mdla t =1, a wigc w pierwszym roku ubezpieczenia,

e dlat=23,4,.. wynositakze M, o ile w roku t —1 ubezpieczony miat co najmnie;j
jedna szkodg,

e wynosi IT, =m+w(I1,_, —m), jesli rok t —1 byt bezszkodowy.

Jesli przyjmiemy warto$ci liczbowe parametrow formuty sktadki na poziomie:

e M=100,

e m=30,

e w=0.,

to dla ubezpieczonego o wartosci parametru A roéwnej In(10/9) oczekiwana sktadka w
dhugim okresie:

lim (T,
wrynosi:
(A) 50
(B) 55
(C) 65
(D) 70
(E) 85
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Zadanie 10.
W pewnej populacji wszystkie podmioty narazone sa na identyczne ryzyko straty X o
rozktadzie ztozonym Poissona z oczekiwang liczba szkod réwna 1/10 oraz wartoscia
pojedynczej szkody o rozktadzie wyktadniczym o warto$ci oczekiwanej réwnej 1.
Przyjmijmy, ze kazdy podmiot z tej populacji kieruje si¢ maksymalizacja oczekiwanej
uzytecznosci, gdzie funkcja uzytecznosci ma postac:

u(x)=1-exp(-ax), a>0,
a wigc wszystkie podmioty przejawiaja awersj¢ do ryzyka. Awersja ta ma jednak w
populacji zroznicowane natgzenie — rozklad wspotczynnika o jest rozktadem o
gestoscei okreslonej na przedziale « e (O, 1) wzorem:

f,(X)=2(1-X).
Oznaczmy przez I1 sktadke, za ktéra rynek ubezpieczeniowy oferuje ochrong przed
ryzykiem X, za$ przez P(I1) prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany podmiot z tej
populacji zakupi ubezpieczenie. Zysk na przecigtnym podmiocie z tej populacji przy
danej sktadce IT wynosi wigc:

Z(1m) = (I E(X))P(I)

Maksymalna warto$¢ zysku osiagana jest przy sktadce I1 wynoszace;j:

(A) 015
B) 1/6

(€ 0.8
(D)  0.19
(E)  0.20

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 30 listopada 2009 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | OdpowiedZ | Punktacja®
1 A
2 D
3 A
4 D
5 C
6 C
7 D
8 B
9 B

10 E

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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	Zadanie 1.  
	W pewnej populacji kierowców każdego jej członka charakteryzują trzy zmienne: 
	 K – liczba przejeżdżanych kilometrów (w tysiącach rocznie) 
	 NP – liczba szkód w ciągu roku, w których kierowca jest stroną poszkodowaną 
	 NS – liczba szkód w ciągu roku, w których kierowca jest sprawcą 
	 Zmienna K ma w populacji kierowców rozkład Gamma o gęstości danej na półosi dodatniej wzorem   
	Przyjmujemy prosty model, w którym doświadczenie kierowcy zmniejsza ryzyko (w przeliczeniu na tysiąc przejechanych kilometrów):  
	  , 
	  , 
	gdzie wszystkie parametry   mają wartości dodatnie, przy czym  , ponieważ doświadczenie kierowcy redukuje przede wszystkim szansę spowodowania szkody, a w mniejszym stopniu redukuje ryzyko „zostania poszkodowanym”. 
	 
	Pojedynczą szkodę zdefiniowano w taki sposób, że każdej szkodzie odpowiada dokładnie jeden sprawca i jeden poszkodowany, że są to zawsze dwie różne osoby, przy tym obie należą do rozważanej populacji. W rezultacie zachodzi: 
	 
	   
	 Jasne jest, że w tym modelu kierowcy jeżdżący mało będą częściej sprawcami niż poszkodowanymi, zaś kierowcy jeżdżący dużo będą częściej poszkodowanymi niż sprawcami. Niech   oznacza taką liczbę tysięcy kilometrów przejeżdżanych rocznie przez kierowcę, dla której warunkowe (przy danym K) oczekiwane liczby szkód obu rodzajów są równe. 
	Przy założeniach, że: 
	  ,  ,  ,   
	liczba   z dobrym przybliżeniem wyniesie: 
	 
	 
	 
	Proces szkód w pewnym ubezpieczeniu jest złożonym procesem Poissona, z oczekiwaną liczbą szkód w ciągu roku równą   i rozkładem wartości szkody o dystrybuancie  . 
	 
	Ubezpieczony realizuje następującą strategię zgłaszania szkód w ciągu roku: 
	 nie zgłasza szkód, dopóki wartość którejś z nich nie przekroczy kwoty  , 
	 jeśli wartość którejś szkody przekroczy kwotę  , to jest ona zgłaszana, a następne ewentualne szkody w tym samym roku są zgłaszane już bez względu na ich wartość. 
	 
	Przyjmijmy następujące oznaczenia: 
	 N  – liczba szkód zaszłych w ciągu roku 
	 M  – liczba szkód zgłoszonych 
	 K  – liczba szkód nie zgłoszonych 
	Oczywiście zachodzi  . 
	Jeśli założymy, że  , wtedy oczekiwana liczba szkód nie zgłoszonych   wyraża się wzorem: 
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