Prawdopodobienstwo i statystyka 17.03.2008 r.

Zadanie 1.

Niech X, bedzie zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym na przedziale (0,1), X,

zmienng losowa o rozktadzie jednostajnym na przedziale (0, X, ) , X, zmienna losowa

o rozkladzie jednostajnym na przedziale (O,Xz) i tak dalej. Niech N oznacza

zmienng losowa o rozktadzie geometrycznym

PIN=n)=(0-q)q"" gdy n=1,23,...,

gdzie qe(0,1) jest ustalona liczba. Zmienna N jest niezalezna od zmiennych
X X5, X5,
Obliczy¢ E(X, - X, ...- X).
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Zadanie 2.

Zmienna losowa (X,Y,Z) ma rozklad normalny z wartos$cia oczekiwang
EX =0, EY =2, EZ =1 i macierza kowariancji

S =
(SR ST N

A== o

Obliczyé Var(X (Y —22)).
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Zadanie 3.

Zmienna losowa X ma rozktad Weibulla o ggstosci

20xexp(—6x>) gdy x>0

Py(X) = >
0 gdy x<0

gdzie €>0 jest nieznanym parametrem. Statystyk nie obserwuje zmiennej X,
uzyskuje tylko informacjg, gdy zmienna X przekroczy warto$¢ d, a mianowicie
obserwuje zmienna Y rowna X , gdy zmienna X jest wigksza niz d. W wyniku takiej
obserwacji uzyskuje prosta probg losowa Y,,Y,,....Y,, k>2. Warto$¢ oczekiwana
estymatora najwigkszej wiarogodnosci parametru 6 uzyskanego na podstawie proby
losowej Y,,Y,,...,Y, jest rowna
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Zadanie 4.

Zalozmy, ze niezalezne zmienne losowe X, X,, X,, X, maja rozklady wyktadnicze o
warto$ciach oczekiwanych EX, =1, EX, = EX, =EX, =2.
Obliczy¢ P(X, = max{X,, X,, X5, X,}).
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Zadanie 5.
Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienna losowa o funkcji gestosci
8xy gdy y>0ix>01ix +y* <l
f(x,y)= { =

0 w przeciwnym przypadku.
2

Niech V :% iZ=X"+Y?. Wtedy
X +Y

(A) zmienne X 1 Y saniezalezne

(B)  funkcja gestosci rozktadu brzegowego zmiennej V wyraza si¢ wzorem
g(v) =2v dla v e (0,1)

(C)  funkcja gestosci rozktadu brzegowego zmiennej V wyraza si¢ wzorem
g(v)=1 dla ve(0,)

(D)  Cov(Z,V) =é

(E)  funkcja gestosci rozktadu brzegowego zmiennej Z wyraza si¢ wzorem
h(z)=1 dla z<€(0,])
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Zadanie 6.

Niech X, X,,...X,,..., X m,n >1, bedzie probka losowa z rozktadu normalnego

© N nem o

N(u,0%), gdzie oba parametry sa nieznane. Bezposrednio dostepne sa tylko

n+m
obserwacje X,,X,,...,X,, ale dodatkowo znamy S$rednia X, , = 1 z X, .
m+n <5
1 N
Budujemy estymator parametru o> postaci T = 1 (Xi - Xmm) . Obciazenie tego
n - i=1

estymatora, czyli wielko§¢ ET — o jest rtowna

m =
(n—=D(n+m)
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Zadanie 7.

Niech X, X,,... X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie normalnym z wartoscia oczekiwana 0 1 wariancja 7’ gdzie 6> 0 jest

nieznanym parametrem. Zaktadamy, ze parametr & ma rozktad a priori o ggstosci

*Oexp(—pO) gdy >0
p(@)z{ﬂ p(-40) gdy >0
0 gdy <0

gdzie £ >0 jest znane. Wyznaczamy bayesowski przedziat ufnosci dla parametru %

H(l<a|xj:1‘[(l>b|xj:0,05,
0 0

gdzie H(- | X) oznacza prawdopodobienstwo przy rozkladzie a posteriori, gdy

postaci [a,b], taki ze

zaobserwowana warto$¢ probki losowej jest rOwna X = (Xl, Xyyeres Xé). Tak otrzymany
przedziat jest rowny

_ . .-
2ﬂ+2xi2 2ﬂ+2xi2
(A) i=1 , i=1
26,296 7,962
_ . -
2ﬂ+fo 2,8+fo
(B) i=1 , i=1
18,307 3,940
_ ] . -
2B+>.% 2B+ X
(C) i=1 , i=1
36,614 7,881
_ ] . -
2ﬂ+2xf 2,B+in2
(D) i=1 , i=1
22,141 2,291
_ ] . -
2ﬂ+2xf 2,B+in2
(E) i=1 , i=1
11,071 1,146




Prawdopodobienstwo i statystyka 17.03.2008 r.

Zadanie 8.

Zaktadamy, ze zalezno$¢ czynnika Y od czynnika X (nielosowego) opisuje model
regresji liniowej Y, = S, + X, +¢&;, gdzie bledy & sa niezalezne 1 maja rozklady
normalne o wartosci oczekiwanej 0 i1 wariancji 4. Obserwujemy zmienne losowe
Y,.Y,,...,Y, przy danych wartosciach  X,X,,...,X,. Test najmocniejszy dla
weryfikacji hipotezy

Ho: By=11 =1

przy alternatywie

H: b =-11p4=2

na poziomie istotnosci 0,05 odrzuca hipotezg H,, gdy spetniona jest nierowno$¢é

300 - % - D% ~2)

(A) : >3,290
-
Zn:(Yi - X - 1)Xi
B > 1,645
i
>0~ % D2 %)
© >3,290
-
>0 - %~ D2 %)
D) H—F > 1,645
-
Zn:Wi - X - 1)Xi
(B) = >3,290
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Zadanie 9.

Zmienne losowe Z,,Z,,...,Z, 1 (X,Y)),(X,,Y,),...,(X,,Y,) saniezalezne. Kazda ze

zmiennych losowych Z, ma jednakowy rozklad prawdopodobienstwa

P(Z, =1)= p=1-P(Z, =0). Kazda ze zmiennych losowych (X,,Y;) ma jednakowy
rozklad prawdopodobienstwa taki, ze EX;, =EY,=m i VarX, =¢", VarY, =40’ i

n

wspotezynnik korelacji Corr(X,,Y,) = p. Niech S :%Zzixi iT = %Z ZY. .
i=1 i=1

Zbada¢ zbiezno$¢ rozktadow prawdopodobienstwa zmiennych
(S, —T, Wn przy n — +o

(A) (S, ~TNn—>N(0.2p(- p)a*(5-2p))
B)  (S,~T,Nn—>N(©, po’(5-2p)

© (S, ~T,Wn > N(, p’o’(5-4p))

D) (S, ~T,Wn > N(0, po’(5-4p))

(E) (Sn —T, Wn nie jest ciagiem zbieznym do rozkladu normalnego
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Zadanie 10.

Wylosowano niezaleznie 14 liczb z rozkladu symetrycznego ciaglego i ustawiono je w
ciag wedlug kolejnosci losowania. Otrzymano 8 liczb dodatnich (kazda z nich
oznaczmy symbolem a) i 6 ujemnych (kazda z nich oznaczmy symbolem b). Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze otrzymano 6 serii, gdzie seria nazywamy ciag elementow
jednego typu, przed i za ktorym wystepuje element drugiego typu, na przyktad w
ciagu : aaabbbbaabbbbba jest 5 serii (3 serie elementow typu a i 2 serie elementéw
typu b).
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Egzamin dla Aktuariuszy z 17 marca 2008 r.

Prawdopodobienstwo i statystyka

Arkusz odpowiedzi
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" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypetnia Komisja Egzaminacyjna.
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