Matematyka ubezpieczen majatkowych 3.12.2007 r.

Zadanie 1.
Kazde z ryzyk pochodzacych z pewnej populacji charakteryzuje si¢ tym, ze przy
danej warto$ci A parametru ryzyka A rozktad wartosci szkod z tego ryzyka jest
ztozonym rozktadem Poissona:
e 7 liczba szkod N o wartosci oczekiwanej A
e oraz rozkladem wartosci pojedynczej szkody Y takim, ze
EW|A:/1):a+b-/1,gdZie a>0oraz b>0.
Zatdzmy, ze rozktad parametru ryzyka A w tej populacji jest rozkladem Gamma o
gestoscei danej na potosi dodatniej wzorem:
ﬂa a-l1
f.(1)=—"—2"" exp(-pA
A =1 @ p(=p1)
Oczywiscie mozna bez trudu wyznaczy¢ E(Y) jako E{E(Y|A)}. Rzecz w tym, ze duzo
bardziej interesujaca jest inna wielkos$¢, a mianowicie:
EC(Y, +Y, +...+Yy)
E(N)
gdzie N oznacza liczbg szkod, za$ Y, +Y, +...+Y ich laczng warto$¢ z (losowo

2

wybranego z populacji) ryzyka. Wielko$¢ t¢ mozemy interpretowac jako warto$¢
oczekiwana pojedynczej szkody przypadkowo wylosowanej ze zbioru szkédd, ktore
obserwujemy dla pewnej duzej grupy ryzyk losowo wybranych z populacji.
ECY, +Y, +...+Yy)
E(N)

WYynosi:

A) a+p%tl

p+1

(a+1)°

B hb————
B b s

C ba_+1
(©) a+ ;

(D) a+ba(a+1)

(a+1)
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(E) a+b
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Zadanie 2.

Niech X; oznacza wartos¢ szkod z i-tegi ryzyka, za§ W = X, + X, +...X,, taczna
warto$¢ szkod z portfela ryzyk. Rozwaza si¢ niekiedy nastepujaca formute sktadki
[T(W) za portfel ryzyk W:

2
i H(W):MN+0-W{UE+US6 '7W}:

gdzie U, to kwantyl rzedu (1—¢&) standaryzowanego rozktadu normalnego, za$
Ly »Ow Y to odpowiednio warto$¢ oczekiwana, wariancja i wspétczynnik skosnosci

zmiennej W.
Jeden ze sposobow wyceny indywidualnych ryzyk spdjny z wycena portfela opiera
si¢ na formule:
o TI(X,) = g+ 2 E{OX )W = )1+ E{(X = )W = 14,)?,
gdzie p; to warto$¢ oczekiwana zmiennej X, .

Dobierz state (a, b) tej formuty tak aby zapewni¢ iz suma sktadek indywidualnych
I1(X,) zréwna sig ze sktadka za caty portfel II(W).

Przy zatozeniach ze:
e u,=2, 0, =10000;
state (a, b) wynosza:
(A) a=0.0002, b=0.005
(B) a=0.02, b=0.005
©) a=0.02, b =0.00005
(D) a=0.0002, b=0.0000005

(E) a=0.02,  b=0.0000005
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Zadanie 3.
W pewnym portfelu ubezpieczen wystepuje tendencja do dtuzszego czasu likwidacji
duzych szkdd niz szk6d matych. Oto prosty model tego zjawiska:

Y,D to warto$¢ i czas opoOznienia likwidacji losowo wybranej szkody, przy czym
rozktad bezwarunkowy zmiennej D okreslamy nastgpujaco:
e D =0 jesli szkodg likwiduje si¢ w tym samym kwartale, kiedy do niej doszto,
e D=1 jesli szkodg likwiduje si¢ w nastgpnym kwartale,
e D =2 jesli szkodg likwiduje si¢ jeszcze o kwartal pozniej, itd.,
a zalezno$¢ wartosci szkody 1 opdznienia wyraza zalozenie, ze:
o E(V|D=k)=p-(1+w)".
Rozktad czasu likwidacji szkody w ujeciu iloSciowym dany jest wigc ciagiem:
o 1, =Pr(D=k),
za$ rozktad czasu likwidacji szkody w ujeciu warto§ciowym dany jest ciagiem:
rnE(Y|D= ki

E(Y)

Zatozmy, ze zachodzi:

k 2 k+3
. rﬁ( N j(l] . k=012,..,
k )12

e oraz: W=i.
10

o rw,:

Wobec tego AL wynosi (w przyblizeniu)
r3

(A) 097
(B) 098
(€  0.99
(D)  1.00
(E) 101
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Zadanie 4.
Rozwazamy klasyczny proces nadwyzki z zerowa nadwyzka poczatkowa
U(t)=ct- Sy gdzie:

e cCt jest suma sktadek zgromadzonych do momentu t,

e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A4,

n
o S = ZYi jest suma wartosci n pierwszych szkod
=1

e wartosci szkod V,,Y,,Y;,... sai.i.d, niezalezne od procesu N(t)
O rozktadzie warto$ci pojedynczej szkody wiemy tylko tyle, ze:

o Pr(Y, ef0,1])=1

e E(Y,)=1/4
Wobec tego wartos¢ oczekiwana deficytu w momencie ruiny (pod warunkiem ze do
ruiny dojdzie) moze przyjmowac rozne wartosci. Przedziat, ktéry zawiera wszystkie
te wartos$ci (i nic ponadto) jest postaci:

o s
B) % ﬂ
o [+
(D) % ﬂ
) % ﬂ
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Zadanie 5.

Zmienna losowa:

X =Y, +...+Y

ma ztozony rozktad Poissona o wartosci oczekiwanej A =1. W tabeli ponizej podano
rozktad prawdopodobienstwa sktadnika Y. W tejze tabeli podano takze obliczone dla
k =0,1,...,4 prawdopodobienstwa Pr(X = k).

k Pr(Y =k) [Pr(X =k)
0 0 0.3679
1 0.2 0.0736
2 0.3 0.1177
3 0.2 0.0961
4 0.1 0.0703
5 0.2

Wobec tego Pr(X = 5) z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A)  0.1068
(B)  0.1079
(C)  0.1090
(D)  0.1101
(E) 0.1112
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Zadanie 6.
W pewnym ubezpieczeniu liczby szkod N,,N,,N;,... ktéore w kolejnych latach

generuje ubezpieczony charakteryzujacy si¢ warto$cia ( parametru ryzyka Q to
niezalezne zmienne losowe o identycznym rozktadzie dwumianowym z
prawdopodobienstwem zajscia szkody w pojedynczym roku rownym g.

Rozktad warto$ci parametru ryzyka Q w populacji ubezpieczonych dany jest na
przedziale (0,1) gestoscia:

o _ D(@+P) oy s
fQ(q) F(a)F(ﬂ)q (1-9),

z pewnymi nieznanymi dodatnimi parametrami («, ) .

Wiemy, ze:
e prawdopodobiefistwo p, iz losowo wybrany ubezpieczony w ciagu jednego

roku nie bgdzie miat szkody wynosi %
e prawdopodobiefistwo p,, iz losowo wybrany ubezpieczony w ciagu dwoch

kolejnych lat nie bedzie miat szkody wynosi % .

Wobec tego wartosci parametréw (, 8) wynosza:
@A) (,p)=G"7)

B)  (a,8)=(6,14)

©) (a.5)=0,21)

D)  (a,p)=(2,28)

B  (@p)=(1535)
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Zadanie 7.
Dla dowolnej zmiennej losowej X o wartosci oczekiwanej 4, wariancji o> < oo oraz
momencie centralnym ,, rzedu 2K zachodza nierdwnosci (typu Czebyszewa):

Pr(X >,u+t-a)<t%~’u2k. k=12,.., t>0.

O_2k
Jesli u, < oo, wtedy istnieje taka liczba t”, Ze:
e dla t<t® $cislejsze ograniczenie na prawdopodobienstwo Pr(X >u+t- O')
otrzymujemy przyjmujac K =1,
e zasdla t>t" $ciSlejsze ograniczenie otrzymujemy przyjmujac k=2

Wiemy, ze zmienna losowa X jest suma dwoch niezaleznych zmiennych losowych o
identycznych rozktadach:
e 7z zerowa warto$cia oczekiwana, wariancja rowna 4, oraz momentem
centralnym czwartego rzedu réwnym 5-4°.
Liczba t” dla zmiennej losowej X wynosi:

A) 8
B) 6
<€ 4
D) 2
(E) 1
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Zadanie 8.
Przyjmijmy, ze N;,N,,Y,,Y,,Y;,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy
czym:

e Y.,Y,,Y;,... majaidentyczny rozklad taki, Ze:

o Pr(Y,<0)=0

e vx>0 Pr(Y,<x)<I

e N, marozklad ujemny dwumianowy z parametrami (r,():
r+k-1
PI.(NUD = k):( k J(l_q)qu9 k :051523-"

e Za$ N, marozklad Poissona z warto$cia oczekiwang rowna r a4

Niech M, oznacza maksimum spos$rod N, pierwszych wyrazéw ciagu Y,,Y,,Y;,...,
a doktadnie;j:
0 gdy Ny =0
[} MUD =
max(Y,,Y,,..Yy ) gdy Ny >0
Za$ niech M, oznacza odpowiednio maksimum sposrod N, pierwszych wyrazow
ciagu Y,,Y,,Y;,...:
0 gdy N, =0
[ J M p =
max(Y,,Y,,..Yy ) gdy N >0

Wybierz zdanie, ktére poprawnie charakteryzuje relacje rozkladéw zmiennych
losowych M, oraz M.

(A) Dladowolnych r >0 oraz q € (0,1) zachodzi: VPr(M o < X)>Pr(My, < x)

x>0

(B)  Dladowolnych r >0 oraz g < (0,1) zachodzi: ‘V’Pr(M p < X)< Pr(M up < X)

x>0
(C)  Dladowolnego r >0 mozna w przedziale (0,1) znalez¢ zaré6wno takie q, ze
\/Pr(M, < x)>Pr(M; < x), jak i takie g, ze \/ Pr(M, < x) < Pr(M, < X)
x>0 x>0
(D) Dladowolnych r >0 oraz q € (0,1) istnieje takie X, >0, Zze
\v4 Pr(M, < x)>Pr(M_, <X), oraz \v4 Pr(M, < x)<Pr(M,, < x)

xe(0, X)) X>Xo

(E) Dladowolnych r >0 oraz q € (0,1) istnieje takie X, >0, Zze
\/ Pr(M, <x)<Pr(M, <x), oraz  \fPr(M, <x)>Pr(My, <X)

xe(0, %o ) X>Xo
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Zadanie 9.

Dwa nieobciazone predyktory P, 1 P, parametru ryzyka ® maja bledy predykeji o
wariancjach odpowiednio 9 i 4, a wspotczynnik korelacji liniowej tych blgdow wynosi
2/3. Wariancja bledu predykcji w klasie predyktoréw PS(Z) zdefiniowanych

nastepujaco:
P,(z)=2zP, +(1-z)P,, zelo,1],
osiaga warto$¢ najmniejsza, gdy wspotczynnik z jest rowny:
(A) 4/13
(B) 1/4
© 29
(D) 111
(E) O
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Zadanie 10.
W pewnym ubezpieczeniu szkody zgtaszane sa w tym samym roku, w ktorym do nich
doszto, badz w roku nastgpnym (opdznienie nigdy nie jest wigksze). Niech N, ,
oznacza liczbg szkod zasztych w roku t i zgloszonych jeszcze w tym roku, za$ N,
liczbe szkod zasztych w roku t 1 zgloszonych w roku nastgpnym.
Zaktadamy, ze wszystkie zmienne N, ,N,,N, N, ,N;(,N; ,...., sa niezalezne,
przy czym zmienne:

e N;o,N,4,N;,.... majarozklad Poissona o wartosci oczekiwanej Ar,

e N, ,N,;,N;,,.... maja rozktad Poissona o wartosci oczekiwanej A(1-r)
Na koniec roku t =2 mamy nast¢pujace obserwacije:

* N, NN,

e Przyjmujemy typowe zalozenie, ze oba parametry (A,r) sa nieznane.

Estymator f parametru r uzyskany metoda najwigkszej wiarygodnosci w oparciu o te
dane wyraza si¢ wzorem:

(A) ",.\ — NI,O + NZ,O
Nio+N,o+2N,,
(B) f.‘ — NI,O + N2,0
Nl,O + N2,0 + N1,1
N
C€) f=_—0
Nl,o + N1,1
O o 2Nt Ny
2N+ N, +3N;
® o 2MutNu

2Nl’0 + Nz,0 + 2N1,l
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Egzamin dla Aktuariuszy z 3 grudnia 2007 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
1 C
2 C
3 A
4 E
5 B
6 B
7 D
8 B
9 E

10 A

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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