Matematyka ubezpieczen majatkowych 14.05.2007 r.

Zadanie 1.
Niech taczna warto$¢ szkod z pewnego ubezpieczenia W =Y, +Y,+...+Y, ma

rozktad ztozony Poissona z oczekiwana liczba szkod rowna A 1 rozktadem wartos$ci
pojedynczej szkody takim, ze Pr(Yl € {0,1,2,3,...}) =1. Niech:

W (n) = min{Y,,n}+min{Y,,n}+...+ min{Y, ,n}

oznacza laczng warto$¢ szkdd z tego ubezpieczenia po wprowadzeniu ograniczenia
odpowiedzialnosci za kazda szkode do wysokosci n, gdzie n jest pewna liczba
naturalna. Jesli przyjmiemy zatozenia liczbowe:

A=5

var[W (n)] = 400
1

Pr(Y, >n) = 3

n=25

wtedy Var[\N (n+ 1)] Wynosi:
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Zadanie 2.
Rozwaza si¢ niekiedy nastepujaca formute sktadki I1(X) za ryzyko X:

o NO=ECO)+EX-ECOL}
a wigc gdzie narzut na skladke netto ma posta¢ wartosci oczekiwanej nadwyzki
zmiennej X ponad swoja warto$¢ oczekiwana.
Rozwazmy wskaznik wzglednego narzutu bezpieczenstwa w skladce:

E(X)

dla tej formuty.
Rozwazmy tez rodzing rozktadow Pareto z dystrybuantach postaci:

. Fx(x)=1—(L)a,
V+ X

gdzie parametry dystrybuant moga przyjmowa¢ dowolne wartosci speiniajace
warunki:

e Vv>0oraz a>1
Kres dolny zbioru wartos$ci wskaznika @(X) dla ryzyk X z tej rodziny wynosi:

(A) 0

(B) e
€ l1-e
@) e
(EB) 1
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Zadanie 3.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =U+Ct— Sy, gdzie:

u jest nadwyzka poczatkowa,
ct jest suma sktadek zgromadzonych do momentu t,
N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

S, = z X, jest suma wyptat z tytutu n pierwszych wypadkow
i=l
wyplata X, jest rowna tacznej kwocie szkod z jednego wypadku:
X, =Y,D)+...+Y;(M,)
kwoty szkod Y, (1),Y,(2),Y,(3),....Y,(1),Y,(2),Y,(3),...,Y;(1),Y;(2),Y;(3),... oraz
liczby szkod przypadajacych na poszczegélne wypadki M, ,M,,M;,... sa

niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Jesli przyjmiemy nastepujace zalozenia:

Zmienne Yl (l)aYl (2)5Y1 (3)9-~-9Y2 (1)9Y2 (2)7Y2 (3)7-~-7Y3 (1)7Y3 (2)5Y3 (3)9 majq ten
sam rozklad wykladniczy o warto$ci oczekiwanej jeden
zmienne M,,M,,M;,... maja ten sam rozklad przesunig¢ty geometryczny:

k
Pr(lvlizk)zz(%j dla k=12,..

e parametr sktadki wynosi c=A1- E(X1 ) 120%

wtedy wspotczynnik dopasowania (adjustment coefficient) R wyniesie:

(A)
(B)
©
(D)
(E)

1/6

1/9

1/12

1/15

1/18
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Zadanie 4.
Proces nadwyzki obserwujemy w momencie poczatkowym:
[ ] UO =U

oraz w momentach zaj$cia szkod:
e U,=U_,+C-AT, -Y,,
Gdzie:
o (Tn ,Yn) oznaczaja moment zajscia i warto$¢ n-tej szkody,
e  C jest intensywnoscia naptywu sktadki,
e AT =T, oraz AT, =T, —T, , to czasy oczekiwania.
Zaktadamy, ze:
e AT,Y,,AT,.Y,,AT,,Y,,... saniezalezne,
e AT,,AT,,AT,,... maja ten sam rozktad Gamma o gestosci f; (t) = I’texp(—At)
e Y,Y,,Y;,... maja ten sam rozklad Gamma o ggstosci f, (y) = yexp(-Y)

Wspotczynnik dopasowania (adjustment coefficient), definiujemy jako taka wartos¢ r,
przy ktorej proces V, =exp(—rU ) spelia dla dowolnych liczb naturalnych n,m

zalezno$¢:
® E[Vn+m[vn]zvn9
O ile oczywiscie taka dodatnia liczba r istnieje.

Jesli przyjmiemy ze intensywno$¢ sktadki wynosi:

o Czéﬂ,
5

to wspotczynnik dopasowania:
(A) wynosi 1/6

(B)  wynosi 1/9

(C)  wynosi 1/12

(D)  wynosi 1/18

(E) nie istnieje
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Zadanie 5.
Laczna warto$¢ szkdd z catego portfela W rowna jest sumie W, +W, , oznaczajacych
odpowiednio taczna warto$¢ szkod z dwoch subportfeli.
Liczba szkod N, w pierwszym subportfelu ma rozktad dwumianowy o parametrach
(n, 1/ 4) (n polis, z kazdej z nich szkoda z p-stwem 0.25).
Liczba szk6d N, w drugim subportfelu (niezalezna od N,) ma rozktad ujemny
dwumianowy:

. Pi(N, =K)= FF((:; E!)-(l— Q) -q k=0l
W obu subportfelach wartosci pojedynczych szkod Y, sa niezaleznymi zmiennymi

losowymi o identycznym rozktadzie ze skonczona wariancja Var(Yl) (w obu
subportfelach jest to ten sam rozktad), niezaleznymi takze od liczby szkod N, i N,.

Jesli wiadomo, ze E(W,)=E(W,) oraz ze VARW )= E(N, +N,)- E(le), to parametr
q rozktadu zmiennej N, wynosi:

A) 12
B) 173
C) 1/4
D) 1/5
(E) 1/6
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Zadanie 6.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =U+Ct—Sy, gdzie:

u jest nadwyzka poczatkowa,
ct jest suma sktadek zgromadzonych do momentu t,
N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci 4 =1,

S, = ZYi jest suma wyptat,

i=l
pojedyncze wyplaty Y, sa zmiennymi losowymi niezaleznymi nawzajem i od
procesu N(t), o identycznym rozkladzie danym ggstoscia rowna 1/10 na
przedziale [0, 10]

Niech L oznacza maksymalna stratg, F_  jej dystrybuantg, za$ ‘I’(u)
prawdopodobienstwo ruiny przy nadwyzce poczatkowej u. Wtedy dla kazdego u >0
zachodzi F_(u)=1-¥(u).

Niech ¢ oznacza najmniejsza z takich wartosci parametru intensywnosci sktadki c,
przy ktorej E(L)<162. Parametr ¢* wynosi:

(A)
(B)
©
(D)
(E)

7.5

7

6.5

6

5.5
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Zadanie 7.
Mamy niepetna informacj¢ o rozktadzie zmiennej losowej X. Wiemy mianowicie, ze
przyjmuje ona warto$ci nieujemne oraz ze dla dowolnego de [1, 10] wartos¢

oczekiwana nadwyzki tej zmiennej ponad d wynosi:

B(x 0, ]- 1001

Zbior wszystkich dopuszczalnych (w §wietle posiadanej informacji) wartosci dla
E(X) to przedziat:

(A)  [5.00; 5.05]

(B)  [4.95; 5.00]

(©)  [4.90; 5.00]

(D)  [4.90; 5.05]

(B) [4.95 5.05]
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Zadanie 8.

Parametr ryzyka A ma w populacji ubezpieczonych rozktad Gamma z wartoscia
oczekiwang 1/4 1 wariancja 1/40. Proces pojawiania si¢ szkod dla ubezpieczonego z
tej populacji, ktory charakteryzuje si¢ warto$cia parametru ryzyka A réwna A, jest
procesem Poissona z oczekiwana liczba szkod w ciagu roku rowna A .

Obserwujemy pewnego losowo wybranego z tej populacji ubezpieczonego. Doktadnie
p6t roku po rozpoczeciu obserwacji doszto do pierwszej szkody. Oczekiwana liczba
szkod (warunkowa, pod ww. warunkiem), do ktorych jeszcze ewentualnie dojdzie w
ciagu nastgpnego okresu potrocznego wynosi:

A) 15
(B)  7/40
©) /6
D) 1/8
(E)  5/42
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Zadanie 9.
W pewnym portfelu ubezpieczen wystepuje tendencja do dtuzszego czasu likwidacji
duzych szkdd niz szkdd matych. Oto prosty model tego zjawiska:

Y,D to warto$¢ i czas opoznienia likwidacji losowo wybranej szkody, przy czym
rozktad bezwarunkowy zmiennej D okreslamy nastgpujaco:
e D =0 jesli szkode likwiduje si¢ w tym samym roku, kiedy do niej doszto,
e D=1 jesli szkodg likwiduje si¢ w nastgpnym roku,
e D =2 jesli szkodg likwiduje si¢ jeszcze rok pozniej, itd.,
a zalezno$¢ wartosci szkody i opdznienia wyraza zatozenie, ze:
o E(Y|D=k)=pu-(1+w).
Rozktad czasu likwidacji szkody w ujeciu iloSciowym dany jest wigc ciagiem:
e 1. =Pr(D=k),
za$ rozktad czasu likwidacji szkody w ujeciu wartosciowym dany jest ciagiem:
_rE(Y|D= ki
E(Y)
Zatdézmy, ze zachodzi:

4
b rk z[kJ%J k 2051,253549

o rw,:

1
e oraz: W=-—.
5

Wobec tego L wynosi (w przyblizeniu):
rw,

(A)  0.984
(B)  0.992
(C)  1.000
(D)  1.008
(E) 1.017
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Zadanie 10.
Oznaczmy przez X, taczna wartos¢ szkod zaistniatych w roku t, przez X, , tg jej

czg$¢, ktora dotyczy szkod zlikwidowanych przed koficem roku t, zas przez X,

czgs$¢ pozostata. Warunkowe momenty tych zmiennych (przy danej warto$ci
parametru ryzyka g, ) spelniaja zalozenia:

o E(Xolu)=pmp
o E(X,lm)=m0-p)
* Var(Xt,O |:Ut ) = H pb?
o Var(X,|u )= (1-ph?
o Cov(X 0 X, |4 )=0,
za$ rozktad parametru ryzyka u, spetnia zalozenia:
° E(/Ut ) =H
e Var(y)=a’
Najlepszy nieobciazony liniowy predyktor zmiennej X, oparty na informacji o
zmiennej X, , oraz znanych warto$ciach parametrow (p,bz, ,u,az) jest postaci:
e BLUP(X,|X,,)=cX,,+d

Stala d wystgpujaca w powyzszym wzorze jest postaci:

B ﬂ2b2

@) d= 1b* + pa’
B d-H0-p)

/Jbz + pa2
(C) d — qubz(l_ p)

1b* + pa’
(D) d= 2L22

ub” + pa

(E) d= /Jaz(l B p)
ﬂbz + pa2

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 14 maja 2007 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi’

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
1 A
2 B
3 B
4 A
5 D
6 D
7 E
8 C
9 E

10 C

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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