Matematyka ubezpieczen majatkowych 20.03.2006 r.

Zadanie 1.
Liczba szkéd N w ciagu roku z pewnego ryzyka ma rozklad geometryczny:
k
Pr(N =k) =2 l] , K=012...
6 \6

Wartosci kolejnych szkod Y,,Y,,...,Y, sa iid., niezalezne od zmiennej N. Rozktad

warto$ci pojedynczej szkody okreslony jest na przedziale (0, 1] 1 ma warto$¢
1

oczekiwana rowna E(Y )= 3

Ubezpieczyciel wystawia na to ryzyko polis¢ z suma ubezpieczenia 1, z pokryciem
kazdej kolejnej szkody proporcjonalnym do ,,nieskonsumowanej do tej pory” czesci
sumy ubezpieczenia, a wigc:
e za (ewentualna) szkodg Y, wyptaca odszkodowanie w petnej wysokosci Y,
o za(ewentualng) szkode Y, wyptaca odszkodowanie w wysokosci (1-Y,)-Y,
e za (ewentualng) szkod¢ Y, wyplaca odszkodowanie w wysokosci
[1-Y, —=(1-Y,)-Y,]-Y;, co rowne jest (1-Y,)-(1-Y,)-Y,
e za (ewentualng) szkod¢ Y, wyplaca odszkodowanie w wysokosci
=Y, —(1=Y,)Y, =(1=Y, )1=Y,)Y,]-Y,, to znaczy (1-Y,\1-Y,)1-Y,)-Y,, itd.

Oczekiwana warto$¢ odszkodowan z tego ubezpieczenia wynosi:

@
®
©
®
® -
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Zadanie 2.
Dla dowolnej zmiennej losowej X o wartoéci oczekiwanej #, wariancji o> < oraz
momencie centralnym z,, rzedu 2k zachodza nierdwnosci (typu Czebyszewa):

Pr(X >,u+t-a)<t%~’u2k ) k=12,.., t>0.

O_2k
Jesli u, < oo, wtedy istnieje taka liczba t”, Ze:
e dla t<t S$cislejsze ograniczenie na prawdopodobienstwo Pr(X >u+t- a)
otrzymujemy przyjmujac kK =1,
e zasdlat>t" §cilejsze ograniczenie otrzymujemy przyjmujac k =2.

Wiemy, ze zmienna losowa X jest suma pigciu niezaleznych zmiennych losowych o
identycznych rozktadach:
e 7z zerowa warto$cia oczekiwana, wariancja rowna 4, oraz momentem
centralnym czwartego rzedu rownym 13-4°.
Liczba t” dla zmiennej losowej X wynosi:

(A) 242
B) 5
©) 13
13
(D) =
(E) 2
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Zadanie 3.
Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki U (t) =U+Ct— Sy, gdzie:

u jest nadwyzka poczatkowa,
ct jest suma sktadek zgromadzonych do momentu t,
N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci 4 =1,

S, = ZYi jest suma wyptat,

i=l
e pojedyncze wyplaty Y, sa zmiennymi losowymi o identycznym rozkladzie,

niezaleznymi nawzajem i od procesu N (t) :
Niech L oznacza maksymalng stratg, F,_ jej dystrybuantg, za$ ‘I’(u)
prawdopodobienstwo ruiny przy nadwyzce poczatkowej u. Wtedy dla kazdego u >0
zachodzi F_(u)=1-¥(u).
Gestos¢ rozktadu wartosci pojedynczej szkody jest na potosi dodatniej dana wzorem:

o)

Niech ¢ oznacza najmniejsza z takich wartosci parametru intensywnosci sktadki c,
przy ktérej E(L)< 6. Parametr ¢ wynosi:

(A) 473
(B)  5/4
C) 6/5
(D) /6
(B) 87
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Zadanie 4.
W procesie nadwyzki U(t) C oznacza intensywnos$¢ sktadki na jednostke czasu,

u=U(0) oznacza nadwyzke poczatkowa, za$ para (Tn ,Yn) oznacza moment zajécia i
warto$¢ n-tej szkody. Oznaczmy przez AT,=T,-T, _, czas oczekiwania na n-ta
szkodg (oczywiscie AT, =T),).
Przyjmujemy, Ze:

e AT,Y,,AT,.Y,,AT,,Y,,... saniezalezne,

e AT,,AT,,AT;,... maja ten sam rozkltad (mowi¢ bedziemy o rozktadzie AT ),

e Y.,Y,.Y,,... maja ten sam rozktad (mowic¢ bgdziemy o rozkladzie Y).
Rozwazmy model 1, gdzie:

e AT ma rozktad wyktadniczy o wartosci oczekiwanej A",

e Y ma rozktad wykladniczy o wartosci oczekiwanej £';
oraz model 2, gdzie:

e AT ma rozklad Gamma z parametrami (2,1) o wartoéci oczekiwanej 24,

e Y ma rozktad Gamma z parametrami (2, p ) o warto$ci oczekiwanej 25";
Oznaczmy wspotczynnik dopasowania oraz funkcj¢ prawdopodobienstwa ruiny w
pierwszym modelu przez R, oraz ¥, (u), za§ w drugim przez R, oraz ‘¥, (u).

Zalézmy, ze ¢ > AB7".
Sposrod ponizszych zdan wybierz zdanie prawdziwe:

(A) R, =R, oraz U‘ZO‘PI (U) <¥,(u)
(B) R, =R, oraz U‘ZO‘PI (u)>¥,(u)
©) R, > R, oraz U‘ZO‘PI (U) <P, (u)
(D) R, <R, oraz U‘ZO‘PI (u)>¥,(u)

(E)  Zadne z powyzszych zdan nie jest prawdziwe
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Zadanie 5.

W pewnym ubezpieczeniu liczba szkdd, ktore w ciagu t lat wygeneruje ubezpieczony
charakteryzujacy si¢ wartoscia A parametru ryzyka A ma rozklad warunkowy
Poissona z wartoscig oczekiwang At .

Zakladamy, ze rozklad warto$ci parametru ryzyka A w populacji ubezpieczonych
dany jest na potosi dodatniej gestoscia:

. f,(2)= Ff;) - exp(—BA),

z pewnymi nieznanymi dodatnimi parametrami («, ) .

Na podstawie probki ubezpieczonych wylosowanych z tej populacji obserwowanych
przez dwa kolejne lata oszacowane zostaly dwa parametry:
e prawdopodobienstwo p, iz losowo wybrany ubezpieczony w ciagu jednego

roku nie zglosi szkody (uzyskano oceng 0.8)
e prawdopodobiefistwo p,, iz losowo wybrany ubezpieczony w ciagu dwoch

kolejnych lat nie zglosi szkody (uzyskano oceng 2/3).
Wszystkie pozostate informacje z probki zostaly zagubione, poza tym ze wiemy iz
byta to probka o wielkich rozmiarach. Jesli wige przyjmiemy iz prawdziwe warto$ci
parametrow p, i p,, rownaja sig ich oszacowaniom, to wartosci parametrow (a, f3)

Wynosza:
A)  (@p=017)
B  (@ph)=(2,)3)
© (@ph)=(249)
D)  (a.p)=(5)
E)  (@ph=04
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Zadanie 6.
Laczna warto$¢ szkdd z pewnego kontraktu X =Y, +..+Y, ma zlozony rozktad

Poisson z rozktadem wartosci pojedynczej szkody danym w tabeli:

k Pr(Y =k)
1 04
2 0.3
3 0.2
4 0.1

Wyznaczono czgsciowo (z doktadnoscia do 4 miejsc dziesigtnych) rozktad zmiennej
X:

k Pr(X =k)
0 0.1353
1 0.1083
2 0.1245
3 0.1306

Wobec tego Pr(X =4) wynosi (z przyblizeniem do 3 miejsc dziesigtnych):

(A)  0.123
(B) 0.126
(C) 0.129
(D)  0.132
(E)  0.135
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Zadanie 7.
Ponizsza tabela reprezentuje tzw. trojkat danych, zawierajac w odpowiednich

klatkach warto$ci szkdd zasztych w ciagu roku t i1 zlikwidowanych w ciagu roku
(t+]),dla:

t=2002,2003,2004,2005 ;

j=0,123;
t+j<2005:
Laczna wartos¢ Liczby lat opdznienia likwidacji (j)
szkdd wedhug: 0 1 2 3
Roku 2002 83 59 38 20
zajScia | 2003 98 75 52
szkody | 2004 119 91
(1) 2005 130

Wyznacz warto$§¢ rezerwy na szkody niezlikwidowane na koniec roku 2005
dotyczacej szkdd zasztych w latach 2002-2005 najprostszym wariantem metody
Chain Ladder (bez uwzglednienia inflacji, nie poprzedzajac obliczen wazeniem
poszczegolnych wierszy, zakladajac ze wszystkie szkody likwidowane sa z
opOznieniem nie wigkszym niz trzy lata, itd.)

(A) 325
(B) 330
(C) 310
(D) 315
(E) 320
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Zadanie 8.

Laczna wartos¢ szkod X =Y, +...+Y, ma zlozony rozktad Poissona, gdzie rozktad
wartosci pojedynczej szkody Y jest okreslony na potosi nieujemnej, 1 ma dodatnie i
skofczone momenty zwykte pierwszych trzech rzedow.

Przy powyzszych zalozeniach iloraz wspotczynnika skosnosci i wspolczynnika
zmienno$ci zmiennej X daje si¢ ograniczy¢ od dotu. Efektywne ograniczenie to
najmniejsza liczba ¢” spoéréd takich liczb c, ze dla dowolnego rozktadu zmiennej X
spetniajacego zatozenia zachodzi:

x>
X
gdzie y, to wspolczynnik skosnosci (stosunek trzeciego momentu centralnego do
sze$cianu odchylenia standardowego) a V, to stosunek odchylenia standardowego do

warto$ci oczekiwane;.

x_l
(A) ¢ =3
s 2
(B) c =3
©) c*=1
(D) c*=2
s 3
E) ¢ =3

Wskazowka: Potrzebna nieréwnos¢ dotyczaca momentéw zwyktych zmiennej losowe;j
Y otrzymasz rozwazajac warto$¢ oczekiwang iloczynu E(ZW (Z-W)* ), gdzie Z,W to
niezalezne zmienne losowe o rozktadzie takim jak rozktad zmiennej Y
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Zadanie 9.
Mamy trzy zmienne losowe dotyczace szkody, do ktorej doszto w ciagu danego roku:
e T - czas zaj$cia szkody w ciagu tego roku kalendarzowego, o rozktadzie
jednostajnym na odcinku (O, 1),
e D - czas, jaki uptywa od momentu zaj$cia szkody do momentu jej likwidacji,
takze o rozktadzie jednostajnym na odcinku (O, 1),
e Y —warto$¢ szkody.
Jednostka pomiaru czasu (tak dla zmiennej T, jak 1 dla zmiennej D) jest 1 rok.
e Zmienne T oraz D sa nawzajem niezalezne.
e Warto$¢ szkody jest rosnaca funkcja czasu zajScia szkody, a takze wystgpuje
tendencja do szybkiej likwidacji matych szkdd 1 dluzej trwajacej likwidacji
duzych szkéd. Oba te zjawiska razem wyraza nastepujace zatozenie:

E(Y|D,T)=[l+%Tj(3+3D)

Warunkowa oczekiwana warto$¢ szkody pod warunkiem, ze szkoda ta na koniec roku
pozostaje jeszcze nie zlikwidowana, a wigc:

E(VT+D>1)
wynosi:
(A) 57
B) 55
© 53
D) 5%
(B) 5%
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Zadanie 10.
Laczna warto$¢ roszczeh z jednego wypadku X =Y, +...+Y,, ma rozktad ztoZony,
przy czym:

e warto$¢ oczekiwana pojedynczego roszczenia wynosi E(Y)=1In16,

e liczba roszczen z jednego wypadku M ma rozktad o niezerowych
prawdopodobienstwach na zbiorze liczb naturalnych (bez zera), spelniajacych
zalezno$¢ rekurencyjna:

M:l.(l_l} k=234,.
Pr(M =k-1) 2 k

Wobec tego oczekiwana wartos$¢ roszczen z jednego wypadku E(X ) Wynosi:

A) 4
(B) 2
(C)  2In2
4
(D) a2

(E)  4(In2)?

10
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