Matematyka ubezpieczen majatkowych 11.10.2004 r.

Zadanie 1. W kolejnych okresach czasu ¢ =1, 2 ubezpieczony, charakteryzujacy si¢
parametrem ryzyka A, generuje N, szkod. Dla danego A = A zmienne N,, N, sa

warunkowo niezalezne 1 maja (brzegowe) rozktady Poissona:

S

Pr(N, =kA=12)=e t=1,2, k=0,1,2,...

Parametr ryzyka A w populacji ubezpieczonych ma rozktad dany na potosi dodatnie;j
gestoscia:

ﬁa a-1
A)= A - pA).
fA( ) F(a) exp( B )
Jesli parametry zadania wynosza: a =2, (=9,
E(V, |V, >0)

to iloraz warto$ci oczekiwanych:
E(N,)

z dobrym przyblizeniem wynosi:

(A) 1264
(B) 1346
(C) 1426
(D)  1.585

(E) 1610
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Zadanie 2. Proces nadwyzki ubezpieczyciela jest ztozonym procesem Poissona z
rozktadem warto$ci pojedynczej szkody o gestosci danej na poétosi dodatniej wzorem:

£(3) =5 expl- )+ 2expl-27).

Wiadomo, ze przy tych zatozeniach prawdopodobienstwo ruiny jako funkcja kapitatu
poczatkowego u wyraza si¢ dla u > 0 wzorem:

‘P(u) =a, exp(— rlu)+ a, exp(— rzu).
Jesli wiadomo ze:
3 1 144
WYlu)=——exp| ——u |+ —expl—r.u),
(=250 -1 |+ 2 explc )
to brakujacy parametr r, tego wzoru wynosi:

(A) /5
B) 513
©) 32
(D)  8/5
(E) 7/4
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Zadanie 3. Mamy trzy zmienne losowe dotyczace szkody, do ktdrej doszto w ciagu
danego roku:

e T - czas zajScia szkody w ciagu tego roku kalendarzowego, o rozktadzie
jednostajnym na odcinku (O, 1) ,

e D - czas, jaki uptywa od momentu zaj$cia szkody do momentu jej likwidacji, o
rozkladzie wykladniczym o wartosci oczekiwanej ',

e Y —warto$¢ szkody.

Przyjmujemy oczywiscie, ze jednostka pomiaru czasu (tak dla zmiennej 7, jak i dla
zmiennej D) jest 1 rok.

e Zmienne T oraz D sa nawzajem niezalezne.

e  Warto$¢ szkody nie zalezy od tego, kiedy do niej dojdzie, natomiast wystgpuje
tendencja do szybkiej likwidacji matych szkod i1 dtugo trwajacej likwidacji
duzych szkéd, co wyraza nastgpujace zatozenie:

E(Y|D,T)=E(Y|D)= exp(rD), gdzie 0<r<f.
Oczekiwana warto$¢ szkody, do ktorej doszto w ciagu tego roku, ale ktora przed
koncem roku nie zostala zlikwidowana, a wiec:

E(Y[r+D>1)
Wynosi:
£
@™ 5
(B) exp(r)

—-r

(C) eXp(ﬁ) — exp(r)

exp(f) -1

o BB -enr)
f-r  exp(B)-1

© ( p J eXp(B) = exp(r)
p-r) exp(f)-1
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Zadanie 4. W klasycznym modelu procesu nadwyzki U(t)=u +ct — S )

e u jest nadwyzka poczatkowa,
e ct jest suma sktadek zgromadzonych do momentu ¢,
e N (t) jest procesem Poissona z parametrem intensywnosci A,

e S = ZYl jest suma wyplat,
i=1
e pojedyncze wyplaty Y, sa zmiennymi losowymi o identycznym rozkladzie,
niezaleznymi nawzajem i od procesu N(¢).
Niech L oznacza maksymalna stratg, F, jej dystrybuantg, za$ ‘P(u)
prawdopodobienstwo ruiny przy nadwyzce poczatkowej u. Wiadomo, ze zachodzi:

F,(u)=1-¥(u)=Pr(Vt>0 U(t)>0).

Zalézmy, ze wyptaty Y, maja rozktad wyktadniczy z warto$cia oczekiwang u, oraz iz
parametr intensywnosci sktadki ¢ wynosi ¢ =105%Au .

Warto$¢ funkcji ‘P(u) w punkcie u = E(L)+ 1,645,/ Var(L) wynosi:

(A)  4.3%
B) 5%

C)  5.7%
D)  6.4%
(B) 7.1%

Uwaga (dopisana po egzaminie):
Warto sprawdzi¢, ze warto$¢ ‘P(E(L)+ q. ,/Var(L)), gdzie ¢q, jest kwantylem
standaryzowanej zmiennej normalnej (w zadaniu rzedu 0.95), jest bardzo stabilna:

¢ dla kwantyli rozsadnych rzedow (powiedzmy, od 0.8 do 0.99)

e idlarozsadnych wartosci parametru € (powiedzmy, z przedziatu (0%, 50%)
jest niemal stala funkcja parametru @, a wigc niewielki btad popelniamy wyznaczajac
jego warto$¢ jako granice przy € zbiegajacym do zera (od gory).
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Zadanie 5. Rozklad warunkowy tacznej wartosci szkéd X =Y, +.+Y, z
pojedynczego ryzyka (pochodzacego z pewnej populacji ryzyk) przy danej wartosci
parametru ryzyka A jest ztozonym rozktadem Poissona:

e 0 oczekiwanej liczbie szkod E(N |A) =A;

e 0 warto$ci pojedynczej szkody Y takiej, ze E(Y |A) =A
Parametr ryzyka A ma w populacji ryzyk rozklad Gamma o wartosci oczekiwanej 1/4
1 wariancji 1/80.
Przeprowadzamy dwuetapowe doswiadczenie:

e losujemy ryzyko z ww. populacji

e obserwujemy liczbg szkoéd N oraz (o ile N > 0) ich wartosci 1,...,7Y, .
Oczekiwana $rednia warto$¢ dwoch szkdd (pod warunkiem, ze wtasnie do dwoch
szkod doszto):

E(%(Yl +Y21N = 2)

Wynosi:

(A) 724
(B) 1/4
C)  5/12
D) 173
(E) 38
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Zadanie 6. Ubezpieczyciel rozwaza, po jakiej sktadce zaoferowaé swoje ustugi,
majac na uwadze, iz liczba ryzyk n, ktore podejma jego ofertg, jest malejaca funkcja
sktadki za jedno ryzyko P. Zaktadamy, ze funkcja ta (zaleznos¢ popytu od ceny) ma
postac:

e n=10000—-8000P dla  Pel0, 5/4]

Podejmujac decyzje co do wysokos$ci sktadki jednostkowej P (i w konsekwencji
rozmiaréw swojego portfela ryzyk n), ubezpieczyciel kieruje si¢ maksymalizacja
funkcji uzytecznosci o postaci:
o« ulx)= =
ulx)= —exp(— mj
O tacznej wartosci szkod W (n) wiemy, ze:
e ma warto$é¢ oczekiwana E(W (n))=n,
e ma wariancj¢ Var(W(n)) =100n,
e za$ pozostate charakterystyki ma takie, ze dla n > 400 rozktad W (n) daje si¢
dobrze przybliza¢ rozktadem Gamma.

Optymalna wysoko$¢ sktadki P wynosi (z dobrym przyblizeniem):

(A)  1.108
(B)  1.125
(C) 1152
(D) 1.176

(E)  trudno optymalna sktadke okresli¢, bo rachunki prowadza do P >1.200, co
implikuje n <400, a to podwaza zasadno$¢ aproksymacji rozktadem Gamma
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Zadanie 7. Niech W = X, + X, +...+ X, oznacza laczng warto$¢ szkdd z portfela
liczacego n nawzajem niezaleznych ryzyk, przy czym n jest duze (formalnie:
przynajmniej 2). Ryzyka te maja rozktady ztozone dwumianowe o parametrach:

e X, ~zlozony dwumianowy (1, q,.Fy ) , i=12,..n,
a wige w przypadku kazdego z ryzyk moze dojs$¢ co najwyzej do jednej szkody, przy
czym warto$¢ szkody (o ile do niej dojdzie) ma dla wszystkich ryzyk ten sam rozktad
dany dystrybuanta F, , natomiast prawdopodobienstwa zajscia szkody ¢, dla réznych
ryzyk sa rozne.
Zmienna losowa W (o rozkladzie majacym z zatozenia aproksymowac rozktad
zmiennej W) ma rozklad ztozony dwumianowy o parametrach:

o W~ ztozony dwumianowy (n,c?, F, ),

R R : : : e
gdzie g = —Z g, jest Srednim (w portfelu) prawdopodobienstwem zaj$cia szkody.
n s

Posiadamy nastepujace informacje:

Var(Y) 1 1 Zn‘,(% =t

—:1) qz_:

(EY)’ 10 ns 400

Stosunek wariancji Xﬂ@ Wynosi:
a

(A)  36/35
(B)  56/55
(C)  76/75
(D)  96/95

(E) 116/115
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Zadanie 8. X, oraz X, to dwa ryzyka (zmienne losowe) niezalezne o tym samym
rozktadzie danym dystrybuanta:

0 gdy x<0
F(x)={0.6+03x gdy xel0,1)

1 gdy x2>1
Prawdopodobienstwo zdarzenia, iz ich suma nie przekroczy liczby 2/3, czyli
(F* F)2/3) wynosi:

(A)  0.66
(B) 0.62
(C)  0.60
(D)  0.56
(E) 0.0
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Zadanie 9. Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym
postaci:
U,=u+c-n-§ n=0,12,...

gdzie S, =W, +W, +...+W_ jest procesem o przyrostach niezaleznych o rozkladzie

n?o

wyktadniczym, danym na pétosi dodatniej gestoscia:
1 x
X)=—-exp| ——=|,
o) =3 exp{ -3 |
za$ nadwyzka poczatkowa u =3,
a sktadka za okres czasu wynosi ¢ =3.

Prawdopodobienstwo, iz do ruiny dojdzie w ciagu dwoch pierwszych okreséw, a wigc
1z zajdzie zdarzenie: {U , <0 Iub U, < 0}, wynosi (w przyblizeniu do trzeciego
miejsca dziesigtnego):

(A)  0.069
(B)  0.083
(C)  0.097
(D) 0.111
(E)  0.125
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Zadanie 10. Zmienna losowa X przyjmuje warto$ci nieujemne, i ma na polosi
dodatniej rozktad ciagly. Dla dwoch znanych punktow d, 1 d, takich, ze 0<d, <d,,
znamy warto$ci dystrybuanty zmiennej X oraz wartosci oczekiwane nadwyzki tej
zmiennej ponad d, i ponad d,:

I di FX(di) E[(X_di)+]
1 2 0.60 5
2 4 0.80 4.3

Przy tych danych warunkowa przedzialowa warto$¢ oczekiwana X na przedziale
(2,4), czyli E(X/X €(2,4)) wynosi:

(A) 3.0
(B) 3.25
(©)  3.00
D) 275
(E)  2.50

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 11 pazdziernika 2004 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
1 C
2 D
3 E
4 E
5 D
6 C
7 C
8 B
9 B
10 A

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypetnia Komisja Egzaminacyjna.
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