Matematyka ubezpieczen majatkowych 25.01.2003 r.

Zadanie 1. Dla dowolnej zmiennej losowej X o warto$ci oczekiwanej g, wariancji o’ <w

oraz momencie centralnym z,, rzgdu 2k zachodza nieréwnosci (typu Czebyszewa):

Pr(X>,u+t-o-)<%-ﬂ2" k=12,..,
t

2k
o

W naszym przypadku zmienna losowa X jest suma pigciu niezaleznych zmiennych
losowych o identycznych rozktadach, o zerowej wartosci oczekiwanej, wariancji

rownej 4, oraz momencie centralnym czwartego rzedu rownym 13-4,

Niech x,,; oznacza kwantyl rzgdu 0.95 zmiennej losowej X, to znaczy iz zachodzi:
Pr(X > x,,5)=0.05.

Niech C oznacza najmniejsza z tych liczb, dla ktérej w $wietle podanych informacji
zachodzi x4 <C.

Liczba C w przyblizeniu wynosi:

(A) C=~120
(B) C~l4.1
(C) C~158
(D) C~18.0

(E) C=~20.0
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Zadanie 2. O zmiennej losowej Y wiemy, ze:
1. Pr(refo,1])=2/5,
2. Pr(ve(l,2])=3/5,
3. E(y/yelo,1])=1/2
4. E(v/ye(1,2])=4/3
Oznaczmy przez o infimum, za$ przez ¢° supremum wariancji na zbiorze

wszystkich zmiennych losowych speiniajacych warunki 1, 2, 3 1 4. Wybierz zdanie
prawdziwe

(A)  o’=1/6, 222/5
B) o’=1/6 o>=11/30
©) oi=1/5 o*=11/30
D) o’=1/5 o>=2/5
(B) o2=1/6 o =1/3
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Zadanie 3. Zmienne losowe Y oraz N sa przy danej warto$ci A parametru A

warunkowo niezalezne. Rozktad warunkowy zmiennej N jest rozkladem Poissona o

wartosci oczekiwane] E (N /A = /1) = A . O zmiennej] Y wiemy, ze jej warunkowa

warto$é oczekiwana wynosi E(Y/A =A)= Au.

Bezwarunkowy rozktad parametru A w populacji ryzyk dany jest rozkladem gamma:
o fil2)=4-2-exp(-24),

Warunkowa warto$¢ oczekiwana:

e E(Y/N>0)
Wynosi:
@ Su
® u
© L
(D) %u
® ou
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Zadanie 4. Rozktad tacznej wartosci szkod X z jednego wypadku ma rozktad
ztozony:
X=Y,+Y, +..+Y,, gdzie:
e V.Y,,Y,,. wyrazajace wartosci poszczegOlnych szkod sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie wyktadniczym z warto$cia
oczekiwang S~

e niezalezna od nich zmienna losowa N (liczba szkdd z jednego wypadku) ma

rozktad logarytmiczny o parametrze Y%, a wigc:
1 1

Pr(N=k)=——7p, k=123,
In2 k-2
E (X 3) Wynosi:
11
(A) ;
£ -In2
12
B
£ -In2
13
©
£ -In2
14
(D) 3
£ -In2
15
B
£ -In2
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Zadanie 5. Nawzajem niezalezne zmienne losowe X, oraz X, maja nastgpujace rozktady:

e X, ma rozklad ztoZzony Poissona o oczekiwanej liczbie szkéd A =1 oraz
wykladniczym rozktadzie warto$ci pojedynczej szkody o dystrybuancie danej dla
x 20 wzorem: F| (x) =1- (ﬁ)_x

e X, ma rozklad ujemny dwumianowy dany wzorem:

erv=)={ 7 2y )

(Rozktad zmiennej X, mozna tez traktowa¢ jako ztozony rozktad Poissona)

Wiadomo, ze zmienna losowa W = X, + X, ma takze ztozony rozktad Poissona, a
wigc mozna ja reprezentowac jako losowa sumg:

s W=Z72+.+2,,

gdzie M ma rozklad Poissona z parametrem A,, , za$ rozklad pojedynczego sktadnika
Z dany jest dystrybuanta F, . Aby reprezentacja tego rozktadu za pomoca pary
parametrow (AM,F Z) byla jednoznaczna, przyjmiemy ze A,, jest parametrem
czestotliwosci niezerowych szkéd, a co za tym idzie F,(0)=0.

Wartos$¢ F, (2) , czyli Pr(Z < 2) , W przyblizeniu wynosi:
(A F,2

B) F
D) F,

)
(2)
(C)  F,(2)~0.703
)
)

(E) F,(2)~0.776
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Zadanie 6. Zmienna losowa:

X=Y +..+Y,

ma ztozony rozktad Poissona o parametrze intensywnosci A = FE (N ) =1/2. W tabeli
ponizej podano rozktad prawdopodobienstwa sktadnika Y. W tejze tabeli podano
takze obliczone dla £ = 0,1,...,4 prawdopodobienstwa Pr(X = k).

k  |Pr(Y=k) |Pr(X =k)
0 0 0,60653
1 0,1 0,03033
2 0,4 0,12206
3 0,1 0,03640
4 0,1 0,04413
5 0,3

Pr(X = 5) wynosi (w przyblizeniu do trzeciego miejsca dziesigtnego):

(A)  0.087
(B)  0.091
(C)  0.095
(D)  0.099
(E)  0.103
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Zadanie 7. W pewnym portfelu ryzyk taczna wartos$¢ szkod:
S=Y+Y,+..+Y,
ma ztozony rozktad Poissona o parametrze czgstotliwosci A =10 oraz rozkladzie
warto$ci pojedynczej szkody Y wyktadniczym z warto$cia oczekiwana E (Y ) =10.
Niech:
Yy, = min{K, M}; i=12,.., N, oraz niech:
Sy =Yy, ++Y,
gdzie §,, oznacza tg czg$¢ facznej wartosci szkdod S, ktora pozostaje na udziale
ubezpieczyciela (po scedowaniu nadwyzki kazdej szkody z tego portfela ponad M na
reasekuratora). Aktualnie parametrem kontraktu reasekuracyjnego jest wartos¢
zachowku M = 45. Rozwazamy jednak mozliwo$¢ zmiany tego parametru, oraz
wplyw takiej zmiany na charakterystyki zmiennej losowej S,, .
Pochodna wariancji zmiennej S, :
OVAR(S,, )

oM M=45
wynosi (w przyblizeniu do jednej dziesiatej):

(A) 8.0
(B) 85
€ 9.0
D) 95
(E)  10.0



Matematyka ubezpieczen majatkowych 25.01.2003 r.

Zadanie 8. Rozwazmy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym
postaci:
U,=u+c-n-§ n=0,12,...

gdzie S, =W, +W, +...+ W, jest procesem o przyrostach niezaleznych o

n?o

identycznym rozktadzie, gdzie nadwyzka poczatkowa u jest nieujemna, sktadka c jest
wigksza od wartosci oczekiwanej u przyrostu szkod W,, a wariancja o> oraz
moment centralny trzeciego rzgdu g, przyrostu szkod W, sa dodatnie ale skonczone.
Rozwazmy funkcjg:

© Wy lu e EW), VAROV), u,0%)
przypisujaca procesowi nadwyzki spetniajacemu ww. zatozenia prawdopodobienstwo
ruiny aproksymowane metoda deVyldera.
Oznaczmy przez:

e ¥, , warto$¢ tak uzyskanej aproksymacji dla procesu nadwyzki
ubezpieczyciela 4 o parametrach (u, c, U, o, 78 ) = (6, 4,3, 4, 2),

e ¥, , warto$¢ tak uzyskanej aproksymacji dla procesu nadwyzki
ubezpieczyciela B o parametrach (u,c, 1,07, 1, ) = (12, 8,6,8, 4)

e Y, .. wartos¢ tak uzyskanej aproksymacji dla procesu nadwyzki
ubezpieczyciela, ktéry powstanie po potaczeniu portfeli i nadwyzek
poczatkowych ubezpieczycieli 4 1 B, o parametrach
(... 07, 1y)=(18,12,9,12,6),

Zachodzi rowno$¢ W ., =a-¥, ) - Wpa

Stata a wynosi:

(A)  a=8/9
B) a=1

©) a=13/12
(D) a=9/8
(E) a=5/4

Uwaga: metoda de Vyldera polega na tym, iz ¥, wyznaczamy jako doktadne

prawdopodobienstwo ruiny dla procesu aproksymujqcego U ,, (t) w ktorym szkody
pojawiajq sie zgodnie z procesem Poissona, ich rozktad jest wyktadniczy (ﬂ W ) zas
parametry procesu aproksymujqcego (Hd,, s A B d,,) sq tak dobrane, aby przyrosty

procesu aproksymujqcego i przyrosty procesu aproksymowanego miaty takie same
momenty trzech pierwszych rzedow.



Matematyka ubezpieczen majatkowych 25.01.2003 r.

Zadanie 9. Rozwazmy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym
postaci:
U,=u+c-n-§ n=0,12,...

gdzie S, =W, +W, +...+ W, jest procesem o przyrostach niezaleznych o

n?o

jednakowym rozktadzie. Rozktad przyrostow W, jest rozktadem wykladniczym o

warto$ci oczekiwanej rownej 1/2. Dobierz sktadke c tak, aby wspotczynnik
dopasowania (adjustment coefficient) R wynidst jeden.

Funkcja prawdopodobienstwa ruiny bedzie wtedy postaci:

lP(u) =a- exp(— u) .

Stala a wynosi:

(A)  In2
1
®) 2In2
1
©) )

(D) exp(— %)
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Zadanie 10. Niech T bedzie czasem likwidacji szkody, mierzonym w taki sposob, ze 7' =0
gdy szkode zlikwidowano w ciagu tego samego roku, w ktorym do niej doszto, 7' =1 jesli w
ciagu nastepnego roku, 7T =2 jesli jeszcze w nastepnym roku itd.

Rozktad zmiennej T jest rozkltadem geometrycznym:

Pr(T =k)=(1/2)", k=0,12,...
O rozktadzie warto$ci pojedynczej szkody wiemy, ze:
E(Y/T)=10-(11/10)" T=012,..

Ani T, ani Y nie zaleza od tego, w ktérym roku kalendarzowym do szkody doszto.

Poniewaz w przesztosci dochodzito do tej samej liczby szkdd w kolejnych latach,
wobec tego na koniec roku ¢, rozktad ilo$ci szkod, oczekujacych na likwidacjg

wedlug czasu ich zaj$cia jest takze geometryczny z ilorazem postgpu 2 (polowa to
szkody zaszte w roku ¢, jedna czwarta to szkody zaszte w roku 7, —1 itd.

Oczekiwana warto$¢ szkody losowo dobranej ze zbioru szkdd, ktore na koniec roku
t, oczekuja na likwidacjg, wynost:

(A) 1358
(B)  13.13
C) 1267
(D) 1222
(E) 1111

10
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Egzamin dla Aktuariuszy z 25 stycznia 2003 r.

Matematyka ubezpieczen majatkowych

Arkusz odpowiedzi

Zadanie nr | Odpowiedz | Punktacja®
1 B
2 A
3 B
4 D
5 E
6 D
7 E
8 C
9 C
10 A

" Oceniane sa wylacznie odpowiedzi umieszczone w Arkuszu odpowiedzi.
* Wypelnia Komisja Egzaminacyjna.
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