Matematyka ubezpieczen majatkowych 12.10.2002 r.

Zadanie 1. W pewnym portfelu ryzyk ubezpieczycielowi udaje si¢ rekompensowaé sobie
jedna trzecia wartosci pierwotnie wyptaconych odszkodowan w formie regresow. Oczywiscie
migdzy zajSciem szkody a wyptata odszkodowania wystepuje opdznienie, a takze regresy
wystepuja z opoznieniem w stosunku do wyptat odszkodowan.
e Rozktad opdznienia od zajscia szkdd do wyptaty odszkodowan dany jest
wspotczynnikami:

WWSF (2)s), k=012,..

k

gdzie w, oznacza udzial wyptat odszkodowan dokonanych w miesiacu ¢ + k£ ze

szkod zasztych w miesiacu ¢ w catkowitej warto$ci odszkodowan za szkody zaszte

W miesiacu z.

e Rozktad opdznienia od wyptat odszkodowan do regreséw z tytutu tych wyptat
dany jest wspotczynnikami:

r, = (k+1)3/5)*(2/5)", k=012,...

gdzie r, oznacza udziat regresow uzyskanych w miesiacu 7 +k z tytutu

odszkodowan wyptaconych w miesiacu 7 w catkowitej wartosci regreséw z
tytutu odszkodowan wyptaconych w miesiacu 7 .
Rozktad opoznienia regreséw w stosunku do wyplaty odszkodowan jest taki sam bez
wzgledu na to jak odszkodowanie byto opdznione w stosunku do zajscia szkody.

Niech net, dla k =0,1,2,... oznacza wyplaty netto (odszkodowania minus regresy)

dokonane w miesiacu ¢ + k£ z tytutu szkod zasztych w miesiacu ¢, podzielone przez
catkowita warto$¢ odszkodowan za szkody zaszie w tym miesiacu. Oczywiscie

= 2
zachodzi: Znetk =—.
k=0 3

Liczba catkowita nieujemna X taka, Ze:

e net, >0 oraz net,, <0,
WYynosi:
(A) K=5
B) K=6
© K=7
(D) K=8

(E)  taka liczba nie istnieje
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Zadanie 2. W pewnym ubezpieczeniu majq nastapi¢ duze zmiany relacji cen: stawki
odszkodowan za szkody osobowe wzrosna, podczas gdy ceny w jakich wyrazaja si¢
szkody rzeczowe pozostang na dotychczasowym poziomie.
Przed zmiana relacji cen obserwowano nastepujace prawidtowosci:

e rozklad opdznienia wyptat odszkodowan dany byt wspotczynnikami:

Sk
w, = Eexp(— 5) k=0,12,...,

gdzie w, oznacza udzial facznej wartosci odszkodowan wyplacanych w miesigcu
t +k ze szkdd zasztych w miesiacu ¢ w catkowitej warto$ci odszkodowan za szkody z
miesiaca ¢, a w tym:

o (9/10)" w, wynosit udzial wartosci odszkodowan za szkody rzeczowe,

. (1 —(9/10) )Wk wynosit udziat wartosci odszkodowan za szkody osobowe;

(w obu przypadkach chodzi o udziat w catkowitej warto$ci odszkodowan za szkody z
miesiaca 7).

o0
Oczywiscie przed zmiang cen $rednie opdznienie wynosito Zk “w, =5.

k=0
Srednie opdznienie po zmianie rozktadu spowodowanej dwukrotnym wzrostem
stawek odszkodowan za szkody osobowe wyniesie (z dobrym przyblizeniem):

(A)  5.09
(B) 522
(C) 537
(D)  5.56
(E) 577
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Zadanie 3. Zmienna losowa X przyjmuje warto$ci nieujemne — tzn. Pr(X < 0) =0.
Dla dwoch punktow d, 1 d, takich, ze 0 <d, <d, znamy warto$ci dystrybuanty

Fy(d,):

1 3 0.50
2 10 0.80

Wiemy tez:

ze warto$¢ oczekiwana nadwyzki zmiennej X ponad 3 wynosi 10:

E(x -3).]=10,

oraz ze warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej X na przedziale (3, 10] wynosi 5:
E(X/X €(3,10])=5

Wobec tego wartos¢ oczekiwana nadwyzki zmiennej X ponad 10 wynosi:

A) 7.1
B) 73
©) 75
D) 7.7
(E) 8.0
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Zadanie 4. L.aczna warto$¢ szkod w pewnym portfelu ryzyk:
e S=Y +...+Y,,
ma ztozony rozktad Poissona o wyktadniczym rozktadzie wartosci pojedynczej

. . . 1
szkody Y o wartosci oczekiwanej E(Y)=—.

B

Rozwazmy podziat ryzyka pomigdzy ubezpieczyciela i reasekuratora. Parametrem
tego podziatu jest nieujemna liczba d. Reasekurator pokrywa taczna warto$¢
nadwyzek kazdej ze szkod ponad warto$¢ d:

¢ S, (d)= - d), +..+ (1, —d)..
za$ na udziale ubezpieczyciela pozostaje zmienna S, (d)=S—S,(d), a wigc:
o S,(d)=min{y,, d}+...+min{Y,,d}.
Przyjmijmy oznaczenie:
. hd)= VAR(S, (d))+ VAR(S,(d))
VAR(S)
Niech d” bedzie taka wartoscia parametru podzialu ryzyka, przy ktérej funkcja h(d )

osiaga warto$¢ minimalna.
h(d ) Wynosi:
(A)  1-exp(-1)

(B)  1-2exp(-1)
C) 1- lexp(— 1)
2

(D) 1-2exp(-2)

(E) 1- %exp(— %)
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Zadanie 5. W pewnej (niejednorodnej) populacji ryzyk taczna warto$¢ szkod X z
jednego ryzyka

ma warunkowo (przy danej warto§ci A parametru A) zlozony rozklad Poissona.
Doktadniej, X =Y, +...4+7Y, jest suma pierwszych N wyrazow ciagu niezaleznych

zmiennych losowych Y,,Y,,Y;,... o tym samym rozktadzie (przyjmujemy X =0 gdy

N =0), niezaleznych takze od zmiennej N.
Zalezno$¢ rozktadu zmiennej X od parametru ryzyka A jest taka, ze:
o ENA=2)=2, EY,/JA=1)=(1+A)u dla n=123,..

Bezwarunkowy rozktad parametru A w populacji ryzyk dany jest rozktadem gamma:

ﬂa a-1
A)=—F—-A""- - pA
fA( ) 1H(OZ) exp( b )’
e oparametrach: a =3, p=15

Iloraz warunkowych wartosci oczekiwanych:

E(Y,/N =3)
E(Y,/N =1)
Wynosi:
10
(A) 3
21
(B) 9
23
© BTl
12
(D) m
11
(E) 10

Interpretacja: w miare wzrostu liczebnosci probki obserwacji statystycznych z tej
populacji srednia wartos¢ szkody z tych polis, ktore wygenerowaly dokladnie k szkod,
dazyé bedzie do wartosci E(Y, /N =k).
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Zadanie 6. Pewne ryzyko generuje szkody zgodnie z procesem Poissona, a wigc
ilos¢ szkod N(¢) na odcinku czasu (0, £] ma rozktad Poissona o warto$ci oczekiwane;

At . Wartosci kolejno pojawiajacych si¢ szkod Y,,7,.,Y;,...sa zmiennymi losowymi
niezaleznymi nawzajem i niezaleznymi od przebiegu procesu N (t) , 0 rozkladzie
jednostajnym na przedziale (O, 1).

Ubezpieczyciel wystawia polis¢ na to ryzyko na okres czasu (0, 1] z limitem

odpowiedzialnosci réwnym jeden. Realizowane jest to w taki sposob, iz jesli przez
Z,,Z,,Z,,.. oznaczymy warto$ci odszkodowan wyptacanych za kolejne szkody, to:

e Z, =Y, (oile oczywiscie do co najmniej jednej szkody w ciagu roku dojdzie,
czyli N ( )> 1)

e Z,=min{y,, 1-Z7,} (oile N(1)>2)
o Z,=min{y,, 1-Z,-2Z,} (oile N(1)>3)
e Z,=min{Y,, 1-Z,-7Z,-2,}  (oile N(1)>4)
o itd.

Oblicz warto$¢ oczekiwana odszkodowania za druga z kolei szkodg (warunkowa, pod
warunkiem ze do drugiej szkody dojdzie)

A E(z,/N(1)22)= %
B)  EZ,/N1)22)=—
©  Ez,/N()= 2)%
D)  E(z,/N()2 z)zg

E)  E(Z/N()>2)==
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Zadanie 7. W pewnej populacji ryzyk z jednego ryzyka moze wystapi¢ w ciagu roku
co najwyzej jedna szkoda, a warto$¢ kazdej szkody wynosi jeden.

Na populacje sktadaja sig ,,ryzyka uczciwe” oraz ,,0szusci”, ktérych niestety ex ante
nie odrozniamy.

. . : ) 19
Prawdopodobienstwo wylosowania ,,ryzyka uczciwego” wynosi Pr(U ) =—,za$na

,,oszusta” Pr(O) = ZLO .

e _Ryzyko uczciwe” generuje szkodg z prawdopodobienstwem
Pr(N =1/U ) = 0’ jesli za$ juz szkoda wystapi, to moment jej wystapienia 7'

ma rozktad jednostajny na przedziale (0, 1) (jednostkq pomiaru czasu jest
rok)

e . Oszust” generuje szkodg z prawdopodobienstwem jeden, a moment jej
wystapienia ma na przedziale (0, 1) rozktad dany gestoscia: Srio (t)=2(1-1).

Znajdz taka wartos¢ s € (0, 1), dla ktérej zachodzi:
Pr(O/(N = 1) AT <5)=—

2
(A) s:é
(B) s=%
(©) s:%
(D) s=%
(E) s:z—lo
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Zadanie 8. Wartos$¢ pojedynczej szkody Y ma rozktad Pareto dany ggstoscia:

20000
R dla 20

H0)=1{00+yy 7
0 dla y<0

Rozwazamy klasyczny model procesu nadwyzki ubezpieczyciela U (t) W czasie
ciaglym. Tak wigc szkody pojawiaja si¢ zgodnie z procesem Poissona z
intensywnoscia A, a intensywnos$¢ sktadki (naptywajacej w sposob ciagly) wynosi c.
Niech 7 =inf{t: ¢>0,U(t)< 0} oznacza moment czasu, w ktérym dochodzi do
ruiny (przyjmujemy 7" = oo jesli dla dowolnego ¢ > 0 nadwyzka jest nieujemna).
Przyjmujemy iz:

e nadwyzka poczatkowa jest zerowa

e ¢=1500, 2=10

Rozwazmy funkcje:
G(h)=Pr((T <o) A (U(T)< ~h)), h>0,

ktora okresla prawdopodobienstwo zdarzenia, iz do ruiny dojdzie, i ze deficyt w
momencie ruiny przekroczy warto$¢ A.

Niech /" oznacza taka warto$é A, dla ktérej G(h) = é .

h" wynosi:
(A) 200
(B) 300
(C) 400
(D) 500
(E) 600

Uwaga: dla prawdziwosci twierdzenia, na ktorym nalezy oprze¢ rozwiqzanie zadania,
wystarczy zalozenie iz ¢ > A- E(Y) (a wiec w szczegélnosci iz E(Y)< ), cow
niektorych podrecznikach aktuarialnych (np. Actuarial Mathematics, Bowers et al.)
nie jest wyraznie zaznaczone
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Zadanie 9. Rozwazamy proces nadwyzki ubezpieczyciela z czasem dyskretnym
postaci:
U,=u+c-n-§ n=0,12,...

gdzie S, =W, +W, +...+ W, jest procesem o przyrostach niezaleznych o

n?o

jednakowym rozktadzie. Rozktad przyrostow W, jest rozktadem Gamma o wartos$ci

oczekiwanej rownej jednosci i wariancji rownej jednej czwartej. Sktadka wynosi

[256]
c=In| —|.
81

Wartos$¢ wspotczynnika dopasowania (adjustment coefficient) dla tego procesu
Wynosi:

(A) R=1

B) R=11
© R=1}
(D) R=13
(E) R=2
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Zadanie 10. Klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela charakteryzuja parametry:
A - intensywno$¢ (roczna) Poissonowskiego procesu pojawiania si¢ szkod,

u - nadwyzka poczatkowa,

rozktad zmiennej Y - warto$ci pojedynczej szkody,

€ - stosunkowy narzut na sktadke netto.

Zaldzmy, ze zmienna Y ma rozktad jednostajny na przedziale (O, M ), gdzie M >0.
Zatoézmy takze, ze u =5-M .

Przyjmijmy wreszcie, ze nasz cel to skalkulowanie sktadki tak, aby zachodzit

warunek bezpieczenstwa: exp(— R u) = exp(— %j, gdzie R to wspotczynnik

dopasowania (adjustment coefficient). Oblicz 6.

(A)  0=6Je-9
(B) O=6ye—10
(C)  O=6Ve-8
(D) O=8/e-9
(E) 6=8/e—13

10
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